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Anzeige von Heft II der TCreiaeltheorie 

(aus deu Hittflilungeu der VerlKgBbüohfaandluDg B, G. Tcubncr in Leipzig), 

Als Fortsetzung des im Sommer 1897 erechienun ersten Heftes der 
Kreifleltheorie, welches die allgeincinon kinematischen und kinetischen 
Orundlagen der Theorie auseinanderzulegen hatte, folgt jetzt das zweite 
Hell. Dieses stellt sich vor allem die Aufgabe, die Bewegung des 
aymmetrisclien Kreisels unter dem Einftufs der Schwere bei festem 
Stutzpunkte in allen ihren Details zu diskutieren. Einige anacbliefaende 
Probleme, die Bewegung des allgemeinen Kreisels unter dem EinSuis 
der Schwere und die Poinsot-Bewegung, d. h. die Bewegung des kräfte- 
freicu Kreisels bei allgemeiner Massen Verteilung, sind mehr gestreift 
und Kum Vergleich herangezogen als erschöpfend bebandelt. 

Nur bei der Besprecbung der die Stabilität der Bewegungen be- 
treffenden Fragen wurde der Darstellung eine etwas breitere Basis ge- 
geben, weil die hiermit sieb befassende und gerade im Werden be- 
griffene Theorie heutzutage ein besonderes Interesse beanspruchen darf. 
In diesem Teile wurden nämlich die Definitionen und Formulierungen 
hinreichend allgemein gehalten, um beliebige mechanische Systeme zu 
umfassen. Der Kreisel erscheint hier nur als ein besonders instruktives 
Beispiel oder, wenn man will, als ein „ideenbildendes Moment". Übrigens 
ist der Begriff von der Stabilität der Bewegung hier wesentlich anders 
gefafst, wie in den einschlägigen Lehrbüchern (von Thomson und 
Tait oder Routh), natürlich aber so, dafs sich darunter der allgemein 
acceptierte Begriff von der Stabilität des Gleichgewichtes subsumiert. 

Was nun den eigentlichen Gegenstand des vorliegenden Heftes, 
die Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels angeht, so wurde 
eine möglichst allseitige Behandlung des Problems angestrebt. Die 
Darstellung begnügt sich daher nicht mit der Enuitteluug der allge- 
meinen formellen Behandlung des Problems, sondern sie sucht auch — 
im Sinne der in der Einleitung auseinandei^esetzten Prinzipien — das 
volle geometrische imd mechanische Verständnis der Bewegung an- 
zubahnen, welches ohne Frage einen nicht minder wichtigen Zielpunkt bei 
der Behandlung eines mechanischeu Problems bildet, wie die analytische 
[ Beherrschung des Gegenstandes. 

Aus diesem Grunde hebt Kap, IV mit einer qualitativen Beschreibung 
der Bahnkurve der Kreiselapitze an^ welche erst später durch eine genaue 



qnantitatiTe DiskusBion der Bewegungen kontrolliert wird. Auch die 
Integration der Differentialgleichungen wird zunächst auf geometrischem 
Wege bewerkstelligt, wobei sich gewisse bekannte erste Integrale der 
Bewegung als einfache Eigenschaften des Impulavektors herausstellen. 
Von demselben Gesichtspunkte ans wird auch die fraglos beste analytische 
Methode zur Berechnung der Kreiselbewegung, ihre Darstellung durch 
elliptische Funktionen bis zum letzten Kapitel dieses Heftes zurück- 
geschoben zu Gunsten der Darstellung durch elliptische Integrale, welche 
zwar weniger vollkommen ist, dafür aber der geometrischen Anschauung 
und der mechanischen Interpretation zunächst näher liegen dürfte, 
wie jene. 

Andrerseits war es erforderlich, wenn wirklich Ton einer vollständigen 
Behandlung des Problems die Rede sein konnte, die analytischen Ent- 
wickelungen bis zur wirklichen numerischen Berechnung der Krelsel- 
bowegungen durchzuführen. Den Schlufs des vierten Kapitels bildet 
daher eine Anleitung zur numerischen Berechnung auf Grund der 
Legendreschen Integraltafeln, sowie eine Methode zur Ableitung von 
Näherungaformeln, durch welche man, gerade in den praktisch wichtigsten 
Fällen, die exakten Formeln ersetzen kann. Im Kapitel VI wird die 
Frage der numerischen Berechnung noch einmal a\]fgenommen und mit 
Hülfe der # Reihen auf die befriedigendste Weise (bis zur Abschätzung 
der Fehlergrenze incl.) beantwortet. 

Kapitt-I V behandelt in der Hauptsache einige besondere und be- 
sonders markante Bewegungstypen. Hervorzuheben sind namentlich 
zwei Bewegungen, weiche als pseudoreguläre Präceaaion und als auf- 
rechte Kreiselbewegung bezeichnet werden. 

Unter der pseudoregulären Präcession wird jene Bewegung ver- 
standeu, welche unter den gewöhnlichen experimentellen Bedingungen 
bei hinreichend grofser Eigenrotation in der Regel Platz greift und 
welche sich von der wirklichen regulären Präcession, äufserlich be- 
trachtet, kaum unterscheidet. Das Paradoxe, welches dieser Bewegung 
anhaftet, wird ausführlich diskutiert und auf eine Ungenauigkeit in der 
Beobachtung zurückgeführt. Da die meisten populären Erklärungs- 
versuche der Kreiselbewegung gerade die hierher gehörigen Erscheinungen 
als die praktisch wichtigsten im Auge haben, so folgt hier eine kurze 
Zusammenstellung und Kritik der populären Kreis ellitteratur. 

Unter der aufrechten Kreiselbewegung wird sodann die gleich- 
förmige Rotation um die vertikal gestellte Figurenaxe verstanden. Die- 
selbe ist bekanntlich bei hinreichend grolser Rotationsgesch windigkeit 
stabil, bei geringerer Geschwindigkeit labil (wobei noch erst zu diskutieren 
ist, was unter diesem Wort verstanden sein soll). Unter denjenigen 



Bewegungen, welchu sittL durch Störung des labilen BewegungszaetandäB 
tirgeben, kommt t^io Fall asymptotischer Bewegung vor, welcher im 
Hinblick auf die anscIiÜelseDden allgemeineii Stabilitätsbetrachtungen 
von besonderer Wichtigkeit ist. 

Bei der Darstellung der Bewegung durch elliptische Funktionen 
in Kapitel VI tritt die timdumcntale Bedeutung, welcli<; die beniits in 
Kapitel I eingeführten Drehungsparameter a, ß, y, S für die Formu- 
liering der Schlularesultatf besitzen, in ihr volles Licht. In diesen 
Farb.meteni wird die Darstellung der Bewegung so einfach und über- 
sichtlich, wie nur irgend möglich. 

Übrigens werden alle erforderlichen Entwickelungen aus der Theorie 
der filliptiacheu Funktionen mit einiger Vollständigkeit in dem Bucho 
selbst reproduziert, so dufa die bezüglichen Teile der Darstellung geradezu 
als eine Einleitung in diese Theorie angesehen werden können. £s 
acheint unter didaktischen Gesichtspunkten nicht unrichtig, eine solche 
Einleitung, wie es hier geschehen, an ein spezielles Beispiel anzuknüpfen. 
Von änderen Darstellungen unterscheidet sich die vorliegende dadurch, 
dala durch ausführliches Heranziehen der geometrischen Beziehungen 
der Zusammenhang des Ganzen besonders deutlich herausgearbeitet ist. 

Von eigenartigem Interesse dürfte der Schiufaparagraph dieaos 
Heftes sein. Hier wird das Integrationsproblem der Kreiaelbeweguug 
noch einmal aufgenommen imd zwar auf Grund der mit den Koordi- 
naten ((, ß, y, d selbst gebildeten allgemeinen Lagrangeechen Gleichungen. 
Eh zeigt sich, dula diese Gleichungen sogenannte Hermite-Lam^Bche 
Differentialgleichungen sind und dafs ihre Integrale in der Form von 
elliptiacben Funktionen ohne irgend nennenswerte Zwiachenrechuungen 
direkt hingeschrieben werden können. Gleichzeitig ergiebt sich noch 
aus der Form dieser Gleichungen die merkwür<Uge Thatsache, <IsSb die 
Kreis elbewegung identihciert werden kann mit der Bewegung eines 
sphärischen Pendels im Räume von vier Dimensionen. 

Nachdem somit die reine Theorie der Kreiselbewegung zu einem 
gewissen Abschlüsse gebracht iat, wird in dem dritten und letzten Heft 
des Buches zu zeigen sein, inwieweit sich diese Theorie mit der Er- 
fahrung deckt, bez. welche Modifikationen daran angebracht werden 
müssen, damit sie auf eine Reibe von Thataachen aus der Physik und 
Astronomie angewandt werden kami. Femer sollen in jenem dritten 
Hefte die an dem speziellen Beispiele gewonnenen Gesichtspunkte für 
die Auffassung der allgemeinen Mechanik verwertet und endlich einzelne 
StreifzUge in das Gebiet der modemen theoretischen Physik unter- 
nommen werden. 



Kapitel IV. 

Die allgemeine Bewegnng des sefaTreren symmetrischen Kreisels. 
Einffilirnng der elliptisclien Integrale. 

§ 1, Anaohauliche DiskiiSBioii der zu erwartenden Be'wegiingBfoniien; 
Torläuflge Verabredungen. 

In diesem Kapitel wenden wir uns zur definitiven Behandlung des 
schweren symmetrischen Kreisels von drei Graden der Freiheit, setzen 
also durchweg voraus, dafs der Schwerpunkt von dem UnterstQtzuugs- 
punkte verschieden ist. 

Wir haben bisher nur einen ganz speziellen Fall der Bewegung 
des schweren aymmetrischen Kreisels untersucht, nämlich die reguläre 
Präcession desselben (vgl. g li des vorigen Kap.). Demgegenüber soll 
es sich jetzt um seine allgömeine Bewegung (bei beliebiger Wahl des 
Anfangszustandes) handeln. Bevor wir aber in die etwas weitläufigen 
guantilativen Diskussionen eintreten, welche vollständig nur mit Hülfe 
der elliptischen Integrale durchgeföhrt werden können, wollen wir 
unsere Aufgabe zunächst qualitativ fassen und auf anschaulichem Wege 
einen ersten Überblick über die zu erwartenden Bewegung« formen zu 
gewinnen suchen. Ein entsprechendes Verlahren wird stets, zumal bei 
komplizierteren Aufgaben der Mechanik geboten sein, weil man im 
anderen Falle Gefahr läuft, sich in Einzelheiten zu verlieren und über 
den Formeln den Gegenstand selbst zu vergessen.*) 

Zunächst treffen wir einige vereinfachende Verabredungen. 

1. Wir beziehen uns im Folgenden stets auf den KugeUcrcisd. 
Dies wird umsomehr gestattet sein, als wir bald lernen werden, die 
allgemeine Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels auf die des 
schweren Kugelkreisels zurüekzufilhren. Dal's es Überhaupt schwere 
Kugelkreisel gieht, d. h. Körper von kugelförmigem Trägheitsellipsoid, 
deren Schwerpunkt von dem Mittelpunkte der Trägheitskugel verschieden 

*) Vgl. hierzu die beacbtenGwerten Bemerkungen, welche Herr Poincarä 
seinen wichtigen „qualitativen" UnterBuchunges aber DiffeTentialgleiehimgen, 
Journal de Lieuville, st'r. III t. 7 UDd 8, 18B1, 1883 voranachickt. 
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iat, wurde bereits pag. 106 durch ein Beispiel erläutert. Den gemein- 
samen Wert der Tr^hoitsmümente unseres Kreisele bezeiclinen wir 
mit A. 

2. Wir werden annehmen, dal's bei vertikal nulgerichteter Figuren- 
axe der Schwerpunkt 5 «ntcrhaüi des Untcrstütmngsptmktes liegt 
(P<0). Offenbar bedeutet diese Annahme keine Beschränkung der 
Allgemeinheit, weil wir e» ja iu der Hand haben, den einen oder den 
anderen der beiden Halb strahlen, in welche die Gerade OS durch den 
Punkt zerlegt wird, als Figurenase zu bezeichnen. 

3. Wir müssen uns ferner eutscheiden, auf welche Elemente der 
Kreiselbewegung wir im Folgenden unser Hauptaugenmerk richten 
wollen. Nach der Poinsottichen Theorie der Drehung hätten wir uns 
in erster Linie den Ort des Drehimgsvektors im Körper und im Raimie 
klar zu machen. Die Gestalt der Polhodie- und der Herpolhodiekurve 
würde uns alsdann ein vollständiges Bild dur Bewegung liefern. Indessen 
ist es nicht leicht, sich das Abrollen dieser Kurven deutlich zu vergegen- 
wärtigen; aul'serdem ist im Experimente der Ort der Drehungsaxe schwer 
sichtbar und überhaupt nur durch besondere Vorrichtungen (vgl. p. 14) 
zur Wahrnehmung zu bringen. Viel sinnfälliger ist bei der üblichen 
Konstruktion unserer Modelle der Ort der Figurenaxe im Räume. In- 
folgedessen werden wir statt nach Polhodie- und Herpolhodiekurve 
lieber nach der Kurve fragen, welche irgend ein Punkt der Pigurenaxe, 
z. B. derjenige, welcher von den Abstand 1 bat, bei der Bewegung 
beschreibt. Indem wir uns vorstellen, daTs der mit Masse belegte Teil 
der Figurenaxe (vgl. etwa die Figur von pag. 1) gerade die Länge I 
hat, werden wir den genannten Pnnkt im Folgenden als Kreiselspitze 
bezeichnen. Die Kurve, welche diese „Kreisel spitze" auf der um 
beschriebenen Einheitskugel aufzeichnen würde, liefert uns alsdann ein 
für die Anschauung charakteristisches, wenn auch nicht ganz vollfitän- 
diges Bild vom Ablauf der Bewegung; letzteres deshalb, weil ja unsere 
Kurve nur die Bewegung der Figurenaie im Räume, nicht aber die 
Drehung des Kreisele um die Pigurenaxe zum Ausdrucke bringt. 

Um die Kurve der Kreiselspitze graphisch wiedergeben zu könnea, 
müssen wir die Einheitskugel , auf welcher sie verläuft, auf eine ge- 
eignete Zeichenebene projizieren. Als solche wählen wir die Äquator- 
ebene der Kugel, d. h. die durch den Unterst ötzungspunkt gehende 
Horizontalebene. Was die Art der Projektion betrifll, so würde es 
vielleicht am nächsten liegen, eine orthogonale Parallelprojektion (kurz 
„ortlwgraphische Projektion" genannt) zu wählen, also die Kurve so zu 
zeichnen, wie sie einem von oben her aus unendlicher Eutfemung auf 
die Kugel blickenden Beschauer erscheiuen würde. Dies würde aber 
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gewisse Übelstände mit sich bringen, auf welche denmächBt au&nerksun 
gemacht werden soll. Besser ist ea, die sba-eoffraphische Projektion an- 
zuwenden, wobei wir den tiefsten Punkt der Kugel, den „Südpol", als 
Projektionszeatniin benutzen werden. Die Zeichnung giebt dann das- 
jenige Bild wieder, welches ein im Südpol der Kugel befindliches Auge 
von der Kurve empfängt. Der Äquator der Kugel erscheint in der 
Zeichnung als Einheitskreis, dessen Mittelpunkt dem höchsten Punkte 
der Kugel, dem „Nordpol", deBsen Inneres der „nördlichen Halbkugel" 
entspricht. 

Sehr viel vollkommener als die genannte orthographische oder auch 
als die im Folgenden anzuwendende stereo graphische Projektion sind 
allerdings die siercoskopischffi Bilder der Kreiselbewegung, welche die 
Herren Greeuhill und Dewar*) publiziert haben. Hier werden zwei 
geeignete Zentralprojektionen der Bahniurve hergestellt, welche, durch 
das Stereoskop betrachtet, den vollendeten Eindruck der sphärischen 
Kurve hervorrufen. Die lediglich typographische Schwierigkeit, von 
einer Raumkurve ein absolut adäquates Bild zu geben, wird hier also 
durch Hinzuziehung des Stereoskops in glücklichster Weise gelöst. 
Wir verzichten auf diese Wiedergabe der Bahnkurve nur deshalb, weil 
wir beim Leser den Besitz eines Stereoskops nicht voraussetzen wollen, 

4. Wir können femer ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
unsere Aufgabe dadurch vereinfachen, dafs wir die Anfangszeit, von 
der aus wir die Bewegung des Kreisels verfolgen, passend auswählen. 
Die Anfangszeit soll immer so angenommen werden, dafs sieh in ihr 
die Kreiselspitze an einem höchsten oder tiefsten Punkte ihrer Bahn 
befindet. Die Kurve der Kreiselspitze wird hiemach zu Anfang eine 
horizontal gerichtete Tangente besitzen, falls sie nicht im Besonderen 
eine vertikal gerichtete Spitze bildet. Gleichzeitig ist durch unsere 
Wahl der Anfangszeit die Anfangslage der instantanen Rotattonsaxe 
prajudiziert. Die Rotations- und die mit ihr zusammenfallende Impnls- 
axe liegen alsdann nämlich ersichtlich in einer durch die Anfangslage 
der Figiirenaxe gehenden Vertikalebene. 

5, Der Anfangszustand sowie der Charakter der resultierenden Be- 
w^Ting sind nun durch drei Daten wesentlich bedingt, durch die an- 
fängliche Neigung der Figurenaxe gegen die Vertikale, durch die An- 
fangsneigung des Impulsvektors gegen die Vertikale und durch die 
Länge dieseB Vektors. Die sonst etwa in Betracht kommenden Daten 
z. B. das Azimuth, unter welchem die Figurenaxe von oben gesehen er- 
scheint, sind unwesentlich und haben speziell auf die Gestalt der im 

•) Proceedinga of the London Math. Soc, Bd. 87, pag. 687 u. (F., 188«, Engi- 
neering, Bd. 64 pag. SU, 1B97. 
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Folgenden zu entwerfenden Figuren keinen Einflufs. Die anfängliche 
Neigung dor Figurenuxe gegen die Vertikale messen wir, wie üblich, 
durch den Winkel *; Lage und Länge des Impulsvektors sind bekannt, 
wenn wir ptwa seine aenkrechteii Projektionen auf die Vertikale und 
auf die Figurenase angehen. Da wir die Komponenten des Impuls- 
vektors im X, Y, 2-9yatem mit L, M, N bezeichnen, wird die Projektion 
des Impulsvektors auf die Figurenaxe durch den Buchstaben N zu 
charakterisieren sein. Führen wir fem er fBr die Komponenten dea 
Impulsvektors in dem a^, j/, i; Systeme, dessen a-Axe wie früher verab- 
radet mit der Vertikalen zusammenfallen sollte, die entsprechenden Be- 
zeichnungen l,ni,n ein, so wird die Projektion dea Impulsvektors auf 
die Vertikale mit dem Buchstaben n zu belegen sein. Die Impuls- 
komponente N bestimmt die Geachwindigki-'it r, mit welcher sich der 
Kreisel um seine eigene Axe dreht. Es aoll daher N kurz als Eigen- 
inipuls, die zugehörige Üeschwindigkeitskomponente r als Eigmrotaiion 
bezeichnet werden. Andrerseits stellt die Impulskomponente n einen 
Drehstofs von vertikaler Äxe dar, welcher einem gewissen auf die 
Kreiselspitze ausgeübten und horizontal gerichteten gewöhnlichen Stofse 
äquivalent ist. Durch diesen Stofs wird die Geschwindigkeit bedingt, 
mit der die Kreiselspitze in ihrer Anfangslage seitlich (d. h. in hori- 
zontaler Richtung) fortachreitet. Infolgedessen soll die Impulskom- 
ponente H kura als siitlicher Ansiofa bezeichnet werden. Zusammen- 
fassend können wir hiemach sagen: Der Charakter der allgemeinen 
K reise Ibewegung hängt weseutlicb nur von drei Konstanten ab, nämlich 
von der anfänglichen Neigung der Figurenaxe gegen die Vertikale, dem 
Eigenimpulse und dem seitlichen Anstofs zu Beginn der Bewegung, 
d, h. von den Beträgen, welche die Gröfsen #, N und n zur Zeit ( = 
besitzen. Es wird sich übrigens im dritten Paragraphen zeigen, dafs 
die Impulskomponenten « und N ihre Anfangswerte filr den ganzen 
Verlauf der Bewegung beibehalten, so dafs wir statt von den „Änfangs- 
werten" der Qrölaen n und N schlechtweg von den „Konstanten" w und 
N reden können, welchen Ümstitnd wir uns zur Vereinfachung der 
Ausdrucksweise schon jetzt zu nutze machen werden. 

G. Während wir der Konstanten n im Folgenden allt: möglichen 
Werte erteilen, wollen wir die Konstante N in diesem Paragraph als 
positiv voraussetzen; wir wollen also annehmen, dafs die Rotation des 
Kreisels um die Figurenaxe im Sinne des Uhrzeigers erfolgt. Femer 
wollen wir den Anfaugswert des Winkels & von vornherein in spe- 
zieller Weise festlegen. Wir bestimmen nämlich, dafs die Figurenaxe 
anfangs horigonial liegen, der Winkel fr also gleich y sein solle. Die 
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Kurre der Kreiselspitze wird alsdann, von dem Äquator der Einheits- 
kugel auslaufend, in diesem einen höchsten oder tiefsten Punkt be- 
sitzen. Inwieweit durch diese Festsetzungen {N> und & ^ ~\ 
die folgenden Betrachtungen spezialisiert werden, wird später auszu- 
führen sein. — 

Nach diesen Verabredungen werden wir so rorgehen, dafs wir olle 
möglichen Bewegungsformen unseres Eugelkreisels, welche sich bei be- 
liebiger Wahl der Konstanten « und N ei^beu, zwischen einige be- 
sonders einfache Spezialfälle einordnen und uns im übrigen einer Art 
Kontin uitätspriuzipes bedienen, welches wir so formulieren: Bei stetiger 
Abäiulerung des Anfangsgastandes (der Werte von n und N) wird sich 
audi die Bewegung des Kreisels stetig verändern; unstetige Ubergät^e, 
wekhe mechanisch gesprochen auf instabile. Bewegungsformen hindeuten 
winden, werden wir ßirs erste als ausges(^ssen anseJieii. Natürlich be- 
darf dieses Prinzip, sowie unsere ganze qualitative SchluTsweise einer 
genauen quantitativen Nachprüfung. In der That sollen die folgenden 
Betrachtungen nicht als absolut stringent, sondern nur als plausibel 
hingestellt werden; wir werden sie später nach Terachiedenen Richtungen 
hin zu er^nzen haben. Übrigens sind die Figuren, welche wir für 
die Kurve der Kreiselspitze geben, nicht nur qualitativ, sondern auch 
quantitativ richtig gezeichnet. 

Die Gesamtheit der Falle, welche wir zu überblicken haben, stellt, 
entsprechend den unendlich vielen Werten, welche wir den Konstanten 
N und n beilegen können, eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
dar. (Mau vgl. hierzu das Schema in Figur 3(i von pag. 215.) Wir 
müssen uns im Folgenden natürlich begnügen, aus dieser Mannigfaltig- 
keit eine Reihe einzelner charakteristischer Typen herauszuheben. 

Betrachten wir zunächst die Spezialfälle, auf welche wir hindeuteten. 
Es sind dieses die reguläre Präcession einerseits und die Penddbetei^ung 
andrerseits. 

Nach pag. 178, 179 giebt es bei gegebener Massen vei-teilung des 
Kreisels, sowie bei gegebenen Werten des (konstanten) Winkels ft und 
der Geschwindigkeitskomponente [t zwei mögliche Werte der zugehörigen 
Geschwindigkeitskomponente v, welche zu einer regulären Präcession 
Anlafs geben. Im Falle des Kugelkreisels sind diese Werte beide reell 
und werden durch die folgenden Gleichungen gegeben: 

a) » = 1;, b) v = + ». 

Es ist leicht, zumal in dem vorliegenden Falle ■9'^-^-, von den 
Fracessionskonstanten v und (i zu unseren Impulskomponenten » und JT 
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äberTugebeii. Die Gröfsen v und fi bedeuten (vgl. z. B. die Figuren von 
pag. 48) die Parallelprojektionen des Drehunf^svektora auf die Vertikale 
und die Figureoase. Steht nun die Figureiiaxe auf der Vertikalen 
senkrecht, bo sind diese Parallelprojektionen mit den l)ez. Normalpro- 
jektionen deB Drehungsvektors, welche wir nach früherem mit p und r 
KU bezeichnen haben, identisch. Aus q und r berechnen sich aber bei 
unserem Kugelkreiael die Impulskomponenten w und N durch Multi- 
plikation mit dem Werte dos Trägheitsmomentes, welchen wir mit Ä 
bezeichnen. Wir haben also in a) und b) ffir v imd fi bez. einzutragen 
-T- und -T-- Infolgedessen beträgt die Gröfse des seitlichen Anstofses 
H, welche zusammen mit dem Eigenimpulse N zu einer reguläreo Prä- 
ceeeion * = -ö Anlafs giebt: 

a) n = -TjiT- bez. b) «-= + (», 

Der Fall a), die früher sog. ,^ngsame Ptacession", tritt, da wir 
oben P < und N> voraussetzten, fllr einen seitlichen Anstols ein, 
welcher von der Vertikalen gesehen entgegen dem Sinne des Uhrzeigers 
wirkt {»<0); im Falle b), der sog. „schnellen Präcession" ist der 
Sinn des seitlichen Anstofses unbestimmt (« = i oo). 

Wir haben uns sodann Über den zweiten der oben genannten 
Spezialfälle, die Pcftdclbtwcgimg, zu unterrichten. Der Kreisel bewegt 
sich wie ein gewöhnliches Pendel, wenn wir ihm in der Anfangslage weder 
einen Eigenimpuls noch einen seitlichen Anstofs erteilen (J/^=n = 0), 
also kurz gesagt, wenn der Impalsvektor anfangs die Länge Null hat. 
Obwohl diese Aussage von selbst einleuchtend ist, wollen wir sie dennoch 
im Einzelnen durch unsere Impulsbetracbtungen beweisen. 

Wenn der Kreisel bei horizontal gestellter Pigurenase dem Ein- 
Öufs der Schwere überlassen wird, so erzeugt diese während des ersten 
Zeitmomentea dt einen unendlich kleinen Impulsvektor von der Grofse 
P sin »dt= Tdt, welcher die Knotenlinie OK (vgl. Fig. 24) zur Äxe 
hat. Der Kreisel beginnt sich also um diese Axe zu drehen, wobei sich 
der Winkel ■& verkleinert. Die Lage der Knotonlinie wird bei dieser 
Drehung nicht geändert. Im nächsten Moment wirkt daher der Zusatz- 
impula der Schwerwirkung um dieselbe Axe OK und addiert sich mit 
dem vorhandenen Impulse algebraisch; die Drebgescfawindigkeit des 
Kreisels um diese Äse wird entsprechend beschleunigt; die Knotenlinie 
behält ihre ursprüngliche L^^. Durch Wiederholung dieser Betrach- 
tung erkennt man: Der Impuls des Kreisels fällt beständig in die 
Richtung 0K\ die Bewegung besteht in jedem Augenblicke aus einer 
Drehung um diese A^e; die Figureuaxe bewegt sieh in einer festen 
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Vertikalebene; die Kurve der Kreiselspitze ist ein vertikal gestellter 
Kreisbogen. Die Bahngeschwindigkeit der Kreiselspitze berechnet sich 
dabei durch die Bedingung, dal» die An de rungsge seh windigkeit des 
Impulses jederzeit gleich sein mufs der äul'seren Drehkraft P sin fl- 
oder, wenn wir uns der Ausdrueksweise dea D'AlembertBchen Prinzipes 
bedienen wollen, dafa diese Drehkraft dem bei unserer Bewegung auf- 
tretenden Trägheits widerstände du» Gleichge wicht halten muf». 

Es erübrigt nur noch zu zeigen, daXs die Kretselspitze nach Über- 
schreitung des höchsten Punktes der Kugel um ebensoviel herabsinkt, 
wie sie vorher gestiegen ist, d. h. bis zu einem Punkte des Äquators 
heruntertailt und dann umkehrt. Fassen wir zu dem Zwecke denjenigen 
Moment auf, wo die Kreiseläpitze den höchsten Punkt der Kugel passiert. 
Worden wir in diesem Momente den Sinn des vorhandenen Impuls- 
vektora und also die Geschwindigkeit sämtlicher Kreiselpunkte um- 
kehren, so würde die Kreiselspitze nach einem allgemeinen Grundsätze 
der Mechanik ihre bisherige Bahn im lungekehrten Sinne durchlaufen 
also einen Kreisqnadranten beschreibet). Aus dieser Bahn et^iebt sich 
aber die Bahn, welche die Kreiselspitze bei Fortsetzung ihres Ursprung 
liehen Bewegungssinnes beschreibt durch Spiegelung an der Vertikal- 
ebene OK, wie aus der Symmetrie des die Bewegung beeinflussenden 
Kraftsjstems hervorgeht. Infolgedessen besteht die Fortsetzung der 
Bahn wieder aus einem Kreisquadranten, welcher bis zu dem mit dem 
Ausgangspunkte A diametralen Aqua torpunkte B herabreicht. Da 
die Kreiselspitze in B mit der Geschwindigkeit Null ankommt, haben 
wir jetzt genau dieselben Verhältnisse, wie zu Beginn der Bewegung 
in A. Infolgedessen wird die Fortsetzung der Bahnkurve aus dem 
im umgekehrten Sinne durchlaufenen 
Halbkreise AB bestehen und so fort. 
Die Bewegung ist hierdurch in der 
That als einfache Pendelbewegung cha- 
rakterisiert. 

Bei der stereographiachen Projektion 
erseheint unsere Bahnkurve (vgl die 
nebenstehende Figur) einfach als ein 
Durchmesser (AB) dea Einheitskreises, 
welcher abwechselnd im Sinne des oberen 
oder unteren Pfeiles durchlaufen wird. 

An diese Figur, welche wie er- 
wähnt durch die Werte n = N ^0 

charakterisiert ist, knüpfen wir in erster Linie an, um uns allgemeinere 
Fäüe der Bewegung zu veranschaulichen. Zunächst werden wir eine 
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Serie von Figuren geben, bei welcher der seitliche Anstofs fortgesetzt 
gleich Null ist {n = (i), während der Eigenimpuls (N) succeaBive 
Termehrt werden soll. 



§ 2. AiuohBTiliohe DiBkussion der su erwartenden Bewegungsformen; 
FortaetKong und SohluTs. 
Indem wir jetzt zur wirklichen Ausführung unserer qualitativen 
DiskuHston übergehen, nehmen wir, wie verabredet, zunächst n = 
und setzen Überdies in der ersten der zu entwickelnden Figuren ( Fig. 25) 
den Eigenimpuls verhältnismäfsig kloin voraus gegen die Änderung, 
welche die Schwere Wirkung in der Länge des Impulsvektors etwa wäh- 
rend der Zeiteinheit hervorruft, so dafs die Kontinuität mit der vor- 
hergehenden Figur gewahrt bleibt. Um die resultierende Änderung 
der Bahnkurve beurteilen zu können, wollen wir vorderhand die Kreisel- 
spitze künstlich in der früheren Bahn mit der früheren Geschwindigkeit 
entlang führen und gleichzeitig dafür sorgen, dafs der Eigenimpuls N 
seinen Anfangsbetrag beibehält. Praktisch wäre dieses etwa ao zu 
realisieren, dafs man eine Rinne von der Gestalt und L^e der vorher- 
beschriebenen Bahnkurve herstellte, in welcher die Kreiselspitze ohne 
Reibung entlang gleiten könnte. 

Bei dieser erzwungenen Bewegung ist das Gleichgewicht zwischen 
der Schwerkraft und dem Tragheits widerstände, welcher bei der freien 
I'endelschwingimg N=^0 bestand, nicht mehr vorhanden. In der 
That werden ja nur die Änderungen der Horizontal Komponente des 
Impulses durch die Schwerkraft kompensiert, während die Änderungen 
des Eigenimpulses, welcher, wie wir 
voraussetzten, seine Länge beibehält, 
seine Richtung im Räume aber zugleich 
mit der Figurenaxe wechselt, unaus- 
geglichen bleiben. Infolgedessen ergiebt 
sich ein Widerstand, welchen wir, da er 
auf der instantauen Rotationsaxe senk- 
recht steht, nach § 5 des vorigen Ka- 
pitels als Deviationswid erstand bezeich- 
nen können. In unserem Beispiele vriirde 
sich derselbe als seitlicher Druck auf 
ftg-14.. die Rinne äufsem. 

Der Sinn dieses Druckes ist leicht 
BUS obenst«hender Hülfsfigur zu ersehen. Dieselbe stellt den Eigenimpuls 
in zwei benachbarten Lagen OJ,, OJ^ während der ersten Phase der Be- 
wegung dar, d. h. während die Kreiselspitze auf dem vertikalen Kreise 
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ANB von A nach B pendelt. Der Sinn der Impulsänderung iat durch 
den PfeU p gegeben. Um die Axe dieaea oder des parallel diircli ge- 
zogenen Pfeiles />' wirkt der Deviations widerstand, welcher dem Sinne der 
Impulsänderung entgegengesetzt ist, von p oder p' aus gesehen entgegen 
dem Sinne des Uhrzeigers. Er sucht also die Kreiselapitze während 
der ganzen ersten Phase der Bewegung in unserer Figur nach hinten 
hin abzulenken. Ebenso erkennt man, dafa während der zweiten Be- 
wegungsphase, d. h. während die Kreiselspitze von B nach A pendelt, 
ein Deviationawiderstand auftritt, welcher die Kreiselapitze in der Figur 
nach vorne ilberzudrehen strebt. Allgemeingültig können wir sagen: 
die KreiselspilBe stidU infolge des Beviationswiderstaiules voti ihrer Fart- 
schreihtngmehhtng aus gerechnet nach rechts hin abmtweichai; es würde 
also im Sinne der Bewegung geaprochen die rechte Wand der Rinne einen 
gewissen Druck auszuhalten haben. Die Gröfse dieaea Drutkes, welche 
dem nicht komjienaierten Teil der Andenuigageschwindigkeit des Im- 
pulsea gleich iat, wird, wie gleichfalls aus unserer letzten Figur hervor- 
geht, der Gröfse des Eigenimpulses direkt proportional. 

Lassen wir nun die Figurenaxe frei, indem wir die Führung der 
Kreiselspitze aufheben. Der Erfolg ist dieser: Die Kreiselspitze wird 
dem Beviationsiciderstande entsprechetul von der Bahnkurve aus nach 
rechts hin ausiveichen. Die gerade Linie, durch welche wir die Pendel- 
schwingung in Fig. 24 darstellten, wird bei Benutzung der früheren 
graphischen Da rstellungs weise in einen Bogen übergehen, welcher nach 
derjenigen Seite hin geöffnet ist, nach wel- ,^ 

eher die ablenkende Kraft des DeviationE- 
wideratandes wirkt. Da wir den Eigenimpuls 
einstweilen verhältnismäfsig klein voraua- 
setzten, wird auch die Abweichung unseres 
Bogens von der geraden Linie Verhältnis- ' 
mäTsig gering sein (vgl. Fig. 25). 

Es ist leicht zu sehen, dafs die Kreisel- 
spitze von ihrer Anfangslage A aus im 
Räume und daher auch in unserem stereo- 
graphischen Bilde senkrecht gegen den 
Äquator fortschreiten mufs. Wir brauchen 
una zu dem Zwecke nur die ungefähre *■'«■ ää 

L^e des Impulsvektors klar zu machen. Anfangs Hegt der Impulsvektor) 
weil wir m = vorausaetzten, horizontal. Die folgenden Lagen unseres 
Vektors ergeben sich aus dieser Anfangslage, indem wir successive den 
Znaatzimpula der Schwere geometrisch hinzufügen. Die Axe dieses Zu- 
satzimpulees liegt aber gleichfalls beständig horizontal. Also mufs der 
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Impulsvektor während der ganzen Dauer der Bewegung eine horizontale 
Axe haben (im Gegensatz zu der in Fig. 24a dargestellten erzwungenen 
Bewegung, wo sich der Impulsvelctor allmählich aufrichtete). In dieser 
Betrachtung li^, nebenbei bemerkt, bereits der Beweis unserer obigen 
Behauptung, dal's die Impulskomponente n ihren auf ängiichea Wert n ^ 
dauernd beibehält, worauf wir im nächsten Paragraphen unter allge- 
meineren Voraussetzungen zurückkommen werden. Gleichzeitig mit der 
Impulaase liegt aber bei unserem Kugelkreisel auch die Rotationeaxe 
horizontal. Da nun die Kreiselspitze in jedem Momente senkrecht gegen 
die Richtung der Rotationsaxe fortschreitet, so wird sich diese von 
ihrer auf dem Äquator angenommenen Anfangslage aus in vertikaler 
Richtung fortbewegen mÜBsen. Die Bahnkurve der Kreiselspitze steht 
also zu Beginn der Bewegung senkrecht auf dem Äquator, wie behauptet 
wurdi?. Übrigens ist die Fortechrei tun gsgesch windigkeit im ersten 
Momente Null, weil die Rotatioiisaxe anfangs durch die Kreiselspitze 
selbst hindurchgeht. 

Um den Gesamtverlauf unserer Bahnkurve zu überblicken, haben 
wir uns nur noch die Symmetrieverhältnisae derselben zu überlegen, 
Faasen wir zu dem Zwecke denjenigen Moment ins Auge, wo die 
Kreiselspitze auf der Kugel ihre bßchste L^e {H) erreicht hat. Nach 
unserem Kontinuitätsprinzipe wird dieser höchste Punkt von dem 
hiicbsten Punkte, den die Kreiselspitze bei der Pendelbewegung erreicht, 
dem Nordpole, nur wenig abweichen. Das stereo graphische Bild der- 
selben wird also nicht weit vom Mittelpunkte der Figur entfernt sein. 
Durch und H legen wir die Vertikalebene E hindurch, deren Durch- 
schnitt mit der Äquatorebene uns die Lage des instantanen Impulsvektore 
angiebt. Darauf argumentieren wir ebenso wie oben bei der einfachen 
Pendelbewegungi 

Wenn wir in dem betrachteten Momente den Sinn des Impuls- 
vektors umkehren würden, so würde die Kreiselspitze ihre bisherige 
Bahn AH in umgekehrter Richtung durchlaufen und in A mit der 
Geschwindigkeit Null ankommen. Gleichzeitig berücksichtigen wir, daSa 
in je zwei hinsichtlich der Ebene E symmetrischen Lagen des Kreisels 
das Drehmoment der Schwere dasselbe ist. Hieraus ist zu schlieTsen, 
dafs die Kreiselspitze bei Fortsetzung der ursprünglichen Bewegungs- 
richtung von H aus den zu AH hinsichtlich der Vertikalebene E sym- 
metrischen Bogen HB beschreiben wird und dafs sie in S mit dei 
Geschwindigkeit ankommt. Der Bogen AB unserer Bahnkurve be- 
steht daher aus zwei spiegelbildlich gleichen Hälften. 

In B angekommen befindet sich die Kreiselspitze genau unter den 
gleichen Bedingungen wie in A. Infolgedessen mofs der weitere Ver- 
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lauf der Bahnkurve derselbe sein, wie zu Anfang der Bewegung. Ea 
setzt sich also im Punkte B ein neuer Bogen BA' an, welcher seiner- 
seits aus zwei symmetrischen Hallten besteht und welcher dem Bogen 
AB kongruent ist. Aus letzterem kann er durch eine Drehung um 
die Vertikale erzeugt werden. Bei ü entsteht auf solche Weise er- 
sichtlich eine Spitze. Für den Pimkt A' gilt darauf dieselbe Betrach- 
tung, wie für B. Auch in A' bildet die Bahnkurve eine Spitze und 
setzt sich von hier aus mit einem dem Bogen AB kougrueuteu Bogen 
A'S" fort. Alle diese Bögen AB, BA', A'B' . . . werden w^en ihrer 
kongruenten Gestalt und ähnlichen Lage je in ihrem bezüglichen hüeh- 
sten Fimkte H einen gewissen Parallelkreis auf der Kugel berühren, 
welcher in unserem Falle den Nordpol enge uraachliefst. Zusanunen- 
fassend können wir daraufhin den Verlauf unserer Bahnkurve folgender- 
mafsen beschreiben: 

Die Baimkurve der Kreisdspitse stellt in unseretn Falle eine Zick- 
eackharve vor, ««fcÄe um die Vertikale entgegen dem Sinne des Uhreeigers 
herumlm^t, ohne sich im aUgenmnen eu sdäÄefsen; sie besteht cms einer 
Serie kongruenter Bögen oder, wenn mr wollen, aus einer Serie von 
MalbbÖgen, welche wrUer einander abwechselnd symmetrisch gleich und 
kongruent sind. Die Kurve ist gatis innerltcdb sweter Parallelkreise ent- 
haltet, nämlidi in unserem Falle ewischen detn Äquator und einem Pa- 
rallelkreise in der Nähe des Nordpoles. Letzteren Kreis berührt unsere 
Kurve, wo sie lA« tri^; auf ersterem sitet sie mit Spitzen auf. 

Im Anachlufs hieran noch ein Wort über die Vorzüge der von 
uns gewählten Projektionsmethode. Hätten wir statt der stereographi- 
Bchen die orthographische Projektion be- 
nutzt, so würden, wie die in orthographi- 
scher Projektion hergestellte Fig. 25a zeigt, 
statt der Spitzen scheinbar regulär verlau- 
fende Kurvenbögen auftreten. In der That 
bietet jede in eine Spitze auslaufende Raum- 
kurve, aus der Tangenten riehtung der Spitze 
betrachtet, einen Anblick dar, der dem Auge 
das Vorhandensein einer Singularität in 
keiner Weise verrät. Statt der im Original 
vorhandenen Spitze haben wir im Bilde 
nur mehr eine sog. „maskierte Singularität". 
Hiemach ist klar, dafs wir bei Benutzung der i 
jektioD das CharakteriBtische der Bahnkurve ^ 
werden daher auch die folgenden Figuren stets i 
Projektion herstellen. 




arthographiachen Pro- 
vischen würden. Wir 
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Wir wollen nun, wie bereits in Aussicht genommen, die GrSIse 
des Eigenimpiüses successive wachsen lassen und gleichzeitig den seit- 
lichen Anstofs wie bisher gleick Null nehmen. Machen wir wiederum 
das orientierende Experiment von pa^^. 204, indem wir die Kreiselspitze 
auf der Bahn der Pendelschwingung entlang führen, so werden wir 
hierbei einen stärkeren Deviationa wider stand wie frilher konstatieren, 
welcher die Figureuaxe von der Bewegungarichtung nach rechts ab- 
zulenken strebt. In der That ergab sich aus der Figur 24 a, dafs 
dieser Widerstand der GrÖlse des Eigenimpulses proportional ist. Gehen 
wir daher von der erzwungenen Pendelbcwegung zu der freien Kreiael- 
bewegung über, so wird die Krümmung der einzelnen Bögen, aus 
denen sich die Bahnkurve zusammensetzt, um so gröfser, ihre Spann- 
weite um so geringer werden, je gröfser wir den Wert des Eigen- 
impulaes N bemessen. Gleichzeitig wird sich der höchste Punkt des 
einzelnen Bogens von dem Nordpole successive entfernen; der be- 
grenzende Parallelkreis, welcher die sämtlichen höchsten Punkte der 
Bögen enthält, mufs sich also mit wachsendem N erweitem. 

Die folgenden Figuren brinn^en diese Verhältnisse in drei Schritten 
zum Ausdrucke, In Figur '2ö ist der Eigenimpuls circa dreimal, in 





Figur 27 neunmal so grol's gewählt, wie in Figur 25. Die Figur 28 
stellt den Grenzfall eines sehr grofsen N dar. Während die Figuren 26 
und 27 den Zusammenhang mit der Figur der Pendelbewegung noch 
deutlich erkennen lassen, üeigt Figur 28 eine Bahnkurve, die von 
einem kontinuierlich durchlaufeneu Kreise nur noch sozusagen mikro- 
skopisch verschieden ist. Sie hat mit der Figur der Pendelbewegung 
die denkbar geringste Ähnlichkeit, eher scheint sie bei ungenauem 
Hinsehen mit dem zweiten der vorangestellten Spezialfälle, der regu- 
lären Präcession, übereinzustimmen. Diese Übereinstimmung betrifft 
aber, wie wir betonen müssen, nur den Ort der Kreiselspitze, nicht 
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ihre Gesdiwiitdiffkeit ttnd GeschwindiffkeUsrichlunti. Während bei der 
regulären PraceaBion die FortHchreitiingsgeschwindigkeit der Kreisel- 
spitze längs des ganzen Kreiaee konstant ist, variiert sie in unserem 
Falle innerhalb sehr kurzer Zeitintersalle fortgesetzt zwischen dem 
Werte Null, der auf dem Äquator statt- 
hat, und einem maiimalen Werte, der im 
Berührungspunkt mit dem zweiten be- 
tören a; enden Parallelkreise erreicht wird. 
Wir werden diese höchst bemerkenswerte 
Bewegungsform passend eine pse^doregvlärp- 
Präcession nennen können. 

Im Experimente ist dieser letzte Fall 
sogar die Regel, da die Vorrichtungen 
zum Aufziehen des Kreisels meist einen 
gegenüber der Schwerewirkung sehr starken ' 

Eigenimpuls erzeugen. Untersucht man daher die Kreiselbewegung 
nur experimentell, so kommt man leicht zu der paradoxen Auffassung, 
daÜB die Kreiselspitze sieb van Anfang an senkrecht gegen die Richtung 
der wirkenden Kraft, der Gravitation, bewegt, einer Auffassung, welche 
den Prinzipien der Mechanik natürlich direkt zuwiderläuft, welche aber 
nichtsdestoweniger in der Litteratur häuhg vertreten wird.*) Wir 
betonen deshalb auBdrücklich: Unter den bisher vorausgeseizten Anfangs- 
bedingungen (n = 0) ist unsere Balinhtrve allemal eine Spitzenhirve; eine 
wirkliche regtdärc Präcession ist durniMais unmöglich. 

Für die Anstellung der Experimente entnehmen wir unserer letzten 
Figur noch die Regel, dafs wir den Eigenimpuls des Kreisels möglichst 
gering wählen müssen, wenn wir überhaupt eine im Einzelnen kon- 
trollierbare Bahnkurve beobachten wollen; es empfiehlt sich daher, den 
Kreisel statt durch die Schnur mit der Hand in Rotation zu versetzen, 
wobei die Stärke des Impulses bequem reguliert werden kann. — 

Während wir bisher den Eigenimpuls des Kreisels sebrittweise 
wachsen liefsen, den seitlichen Anstols aber beständig gleich Null an- 
nahmen, werden wir jetzt umgekehrt den seitlichen Anstofs variieren 
und den Eigenimpuls festhalten. DaVtei entwickelt sich aus jeder der 
bisherigen eine ganze Serie neuer Figuren. 

So entsteht z. B. aus der gewöhnlichen Pendelbewegung in Fig. 24 
durch Hinzufügung eines seitlichen Anstofses jedesmal ein Fall der 
Bewegung des sog. sphäriscketi Pendels, bei welcher sich die Kreiselspitze 
ebenso verhält, wie ein schwerer Massenpunkt, welcher am Ende eines 
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lim bewegliehen, starren und masselosen Htabes befestigt ist und 
weichem in seiner Anfangslage ein horizontal gerichteter Anstoia erteilt 
wird. Wir brauchen uns bei dieser bekannten und leicht zu beob- 
achtenden Bewegung hier nicht aufzuhalten. Wir erwähnen nur des 
Folgenden wegen, dafs sich die IlUckkehrpunkte (Spitzen), welche in 
unserer Figur hei der gewöhnliehen Pendelbowegung am Äquator auf- 
traten, in abgeflachte Bögen auf losen, welche den Äquator berflhren 
und dal's sich die Spannweite der B6gen, welche ursprünglich zwei 
Rechte betrug, etwas erweitert. In der That mufa die Kreisel spitze, 
da aie in ihrer Anfangslage und ebenso in Jeder folgenden Lage, wo 
sie den Äquator erreicht, dem seitlichen Anstobe n ausgesetzt ist, 
momentan in Richtung des Aqaators fortschreiten und zwar je nach 
dem Vorzeichen von ti, von der Vertikalen aus gesehen, im Sinne des 
Uhrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne. 

Gehen wir andrerseits von der pseudo regulären Präo^saion in Fig. 28 
aus, so entsteht aus dieser durch Hinzufllgung irgend eines seitlichen 
Anstofsea eine Bewegung, welche, im Groben betrachtet, von der 
früheren nicht sehr verschieden ist und welche (in erweitertem 
Sinne) abermals als pseudo reguläre Fräcession bezeichnet werden kann. 
Hierbei werden sich unsere mikroskopischen Spitzenbögen in kleine 
Schleifen bez. in abgeüachte Bögen auflösen, je nachdem wir den 
anfänglichen horizontalen Anstofs im Sinne des Uhrzeigers oder im 
entgegengesetzten Sinne um die Vertikale wirken lassen. Die Beob- 
achtiiug giebt von dieser Modifikation der Bahnkurve natürlich keine 
deutliche Rechenschaft. 

Wesentlich neue Typen werden sich dagegen aus den Figuren 25 — 27 
ergehen. Speziell wollen wir den Fall eines verhältnismäfsig geringen 
Eigenimpulses näher betrachten, also diejenige Figurenserie entwickeln, 
die aus 25 durch Variation von n entsteht. Zunächst lassen wir n von 
dem Werte Null in Fig. 25 nach dem Negativen abnehmen, erteilen 
also der Kreiselspitze in der Anfangslage einen Anstoi's, der sie cnt 
gegen dem Sinne des Uhrzeigers umzutreiben sucht. 

Wir erinnern daran, dafs sich bei einem gewissen, oben berech- 
neten negativen Werte n =^ -^ die reguläre Präcession einstellen mufs. 
Die Bahnkurve der Kreiselspitze wird in diesem Falle einfach der ent- 
gegen dem Uhrzeigersinne durchlaufene Äquator (vgl, unten Fig, 31). 
Der Vergleich der Figuren 25 und 31 wird uns nun einen Anhalt 
liefern, um die Gestalt der Bahnkurve für die zwischenliegenden Werte 
von n 1 > n > -i^J beurteilen zu kömien. Wir dürfen nämlich auf 
Grund imseres Kontinultatsprinzipes vermuten, dafs diese Bahnkurven 
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sich stetig zwischen die Figuren 25 und 31 einordnen roÜBsen. Anf 
dasselbe Prinzip bez. auf unsere früheren Überlegungen gestützt, werden 
wir femer voraussetzen, dafs die allgemeinen Symmetrieverhültniase der 
Bahnkurve 20, die Kongruenz der Teilbögen u. s. w., bei Hinzufögui^; 
eines seitlichen AnstofBes erhalten bleiben. 





In Figur 25 waren nun die einzelnen kongruenten Kurvenbögen 
zwischen dem Äquator und einem kleineren, in der Nähe des Nordpols 
befindlichen Parallelkreise enthalten; in Figur 31, können wir sagen, 
ist dieser zweite Parallelkreis mit dem Äquator zusammengefallen, da 
die Bahnkurve selbst in diesen übergegangen ist. Wir schlieJsen hieraus, 
dafs für zwischenliegende Werte von « Jener zweite begrenzende Parallel- 
kreis stetig anwachsen wird. Infolgedessen 
werden sich die Teilbögen der Bahnkurve 
nach dem Äquator hin ausbauchen und 
gleichzeitig bei abnehmendem n successive 
in die Länge strecken müssen. Überdies 
ist klar, dala, ebenso wie beim Übergänge 
vom gewöhnlichen zum sphärischen Pendel, 
die Spitzen der Figur 25 sich in abge- 
Sachte Bögen auilösen werden, da ja, 
Überall wo die Kreiselspitze den Äquator 
erreicht, der tangential zum .\quator ge- 
richtete seitliche Anstofs n wirksam ist. 

Wir zeichnen daraufhin die drei Figuren 29, 30, 31, von denen 
die erste einem kleinen Werte des seitlichen Anstofses entspricht, so 
dals die Kontinuität mit Figur 25 augenfällig ist, (in der Figur wurde 
speziell H = — N gewählt), die zweite einem gröfseren Werte von « 
(und zwar in der Figur einem 5-mal so grofsen Werte wie im vorher- 
gehenden Falle); die dritte Figur ist der Spezialfall der langsamen regulären 
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Pröcession n ^ -j^.-; (unter den in der Zeichnung zu Grunde gelegten 
Vertältnißaen tritt dieser Fall wieder ftlr ein 5 -mal so grofses n ein, 
wie der Fall der Figur 30). 

Den Gesamtcharakter der Bahnkurven unter den vorliegenden Be- 
dingungen eines konstanten N und eines von Null bis -^ abnehmen- 
den Wert«a von n können wir daraufhin folgen dermaJsen aehildem: 

Die Bahnhtrw läuft fortgesetet enigegm dem Sinne des Uhrzeigers 
v/m die Vertikale herum, ohne sich im allgemeine eu schliefsen; sie he- 
slekt allemal am einer Serie unter sich symmetristüi gleicher oder kon- 
gruenter Halbbögen, deren Spannweite hei abnehmendem n successive 
wächst und die sich meJir und mdtr dem Äquator ansclimiegen. Die 
Sahnkurve ist ganz innerhalb zweier ParaUelkreise enthalten, weUAe sie 
ühercdl, teo sie sie trifft, berührt, nämlich des Äquators einerseits und 
eitles mit abnehmendem « sich stetig vergröfsemden ParaUelkrdsea 
a/ndrerseits. 

Wir gehen nun abermals zu Figur 25 zurück und lassen jetzt « 
unter Festhaltung von N im positiven Sinne wachsen; wir erteilen also 
der Ereiselspitze im Anfangszuatande einen seitlichen Änatofs im Sinne 
des Uhrzeigers. Der Erfolg wird dabei gewissermai'sen der umgekehrte 
sein, wie vorher. Während sich der zweite begrenzende Parallelkreis 
bei von Null aus abnehmendem n, wie wir sahen, erweiterte, wird er 
sich bei wachsentlem n zunächst verengern; während die Spannweite 
des einzelnen Teilbogens früher zunahm, nimmt sie jetzt zunächst ab. 
Im übrigen bleibt der Gesamtcharakter der Bewegung ein ähnlicher 
wie in Figur 25; insbesondere mufa die Bahnkurve bei genügend kleinem 
positiven n gleichfalls im Ganzen betraclitet entgegen dem Sinne des 
Uhrzeigers um die Vertikale herumlaufen. Andrerseits wird sich aber 
die Kreiselspitze in der Anfangslage und ebenso in jedem späteren 
Momente, wo sie den Äquator erreicht, wegen des positiven Vorzeichens 
von n in der Richtung des Äquators und zwar im Sinne des Uhrzeigers 
bewegen. Wir schliefsen hieraus, dafs es auf jedem Teilbogen Punkte 
geben mufs, wo die Kreisel spitze, in radialer Richtung fortschreitend, 
ihren Umlaufungssinn der Vertikalen ändert und erkennen so die Not- 
wendigkeit des Auftretens von Schleifen. Die Spitzen der Figur 25, 
welche in Figur 29 in abgeflachte Bögen übergingen, lösen sich also 
jetzt in Schleifen auf, wie dieses ja in der Geometrie eine häufige Er- 
scheinung ist. Alle diese Bemerkungen werden durch die folgende 
Figur 32 bestätigt, welche einein sehr kleinen positiven Werte von n 
entspricht (wir haben n ^= 0,4 .N" gewählt). 
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Wenn wir n weiter wachsen lassen, kommen wir bald zu einem 
Werte, wo sich der innere Paralletkreis auf den Nordpol der Einheits- 
kugel zusammengezogen hat (vgl. Fig. 33). Nebenbei bemerkt ent- 
spricht dieser Fall, wie wir später sehen werden, dem Werte n = N. 
Die Punkte, in denen sich bei der vorigen Figur der Umlaufungasinii 
der Vertikalen änderte, sind jetzt in den Nordpol der Kugel i 
gerUckt. 





Um die Gestaltung der Bahnkurven bei fortgesetzt wachsendem n zu 
überblicken, ziehen wir endlich den Grenzfall m = t» heran, bei welchem 
nach pag. 202 die Bewegung wieder eine reguläre Präcession wird. 
Während sich also im Falle n = N der iimere Parallelkreis auf einen 
Punkt reduzierte, fallt er im Falle ij ^ of mit dem äufsem Be- 
grenzungskreise zusammen. Wir werden 
abermals auf Grund unseres EontinuitÄts- 
prinzipes vermuten , dafs der fragliche 
Parallelkreia bei wachsenden Werten von n 
{N < « < oo) sich stetig erweitem wird. 
Während er aber vorher von der Bahn- 
kurve von ftufsen berührt wurde, wird er 
jetzt von dieser umfalst. Die Kurve läuft 
jetzt durchweg im Sinne des Uhrzeigers 
und zwar bei wachsendem n mit wachsen- 
der Geschwindigkeit um die Vertikale; sie pig. m. 
wird durch den sich erweiternden inneren 

Pgrallelkreis immer mehr an den Äciuator herangedrängt; die Spann- 
weite der kongnienten Bögen, aus denen sie sich zusammensetzt, 
wird gröfaer und gröfser. Ein Beispiel för diese Gestaltung der Bahn- 
kurve liefert Figur 34, in welcher nebenbei bemerkt n = 5N ge 
nommen ist. Der Grenzfall n = no, die schnelle reguläre Präcession, 
mfige schematisch durch die Figur 35 angedeutet werden. Dem doppelten 





Sinne des Durchlaufungapfeiles entsprechend können wir die letzte Figur 
ebensowohl auffaBsen als Grenzfall der Bahiikuryo bei unendlich wuchsea- 
dem positiven, wie bei unendlich abnehinendem negativen ti. 

Wollen wir das Verhalten der Bahnkurven bei wachsendem posi- 
tiven 71 zusammenfassend schildern, so 
können wir etwa f'otgendei-malsen sagen: 
Biri 2'osilivan n verläuft dit: Bahn- 
kurve in der Nälie des Äquators aUental 
im Sinne des Uhrzeigers, kehri aber bei 
nicht zu grofsen Werten von n innerhaßi 
jedes der konffnu-nten Teilbögen, aus denen 
sie sich eusammensctet , snveimal ihren 
Utnlaufungssinn u»i. Charakteristisch 
für diese Bahnkurven ist das Avfbreien 
von Schleifen. Der innere Begremuings- 
kreis wird anfangs von ffer Ba/inkurve 
catsgesehtossen , naehdem aber der höchste 
Punkt der Kugel einmal überadirittcn ist, von aiifsen umfafst. Die Spann- 
weile der eineeinen TeiUiÖgen nimmt gleichzeitig von da alt immer meltr 
zu and wird im Grenzfaflc n = oo uneiidlich groß. 

£b erübrigt nur noch den ITbergang zu suchen von der langsamen 
Präcession n = -j^- in Figur ;jl zu der schnellen w = + c» in Figur 30. 
Wir sahen, dafs sich der bewegliche Parallelkreia mit abnehmendem 
n < -j^ dem Äquator successive nähert, um im Falle der regulären 
Präcession mit diesem zusammenzufallen. Bei weiter abnehmendem n 
wird er zunächst seine Bewegungsrichtung beibehalten, also sich von 
dem Äquator wieder entfernen und auf die südliche Hälfte der Ein- 
heitflkngel bez. im stereographischeu Bilde in das Aufaere des Einheits- 
kreises übergehen. Dementsprechend würde im Bilde fortan der Äquator 
der innere, der bewegliche Parallelkreis der äufsere Begrenzungskreis 
werden. Indessen halt die genannte Bewegungstendenz nicht lange vor; 
es giebt nämlich für unseren beweglichen Parallelhreis eine tiefste 
(bez. im Bilde eine äuTserste) Laf^e. Nachdem diese fUr ein gewisses n 
erreicht ist, strebt der Parallelkreis bei weiter abnehmendem « wieder 
dem Äquator zu, mit dem er j» im Falle n ^= — oo zusammenfallen 
muls. Aber selbst in der genannten extremen Lage liegt unser Parallel- 
kreis unter den in unseren Figuren vorausgesetzten Verhältnissen dem 
Äquator so nahe, dafe er mit dem Auge überhaupt nicht von jenem 
zu unterscheiden sein würde. Dementsprechend wird auch die Bahn- 
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kurvt' der Kreiaelspitze dem Äquator dauernd aufserordentlich nahe 
bleibeil, so doTs wir auf ihre ^raphtHche Wiedergabe verziehteu müssen. 
Im stereographi sehen Bude würde sie den Äquator in nahezu kreis- 
förmigen Windungen umschliersen, welche den grofsen negativen Werten 
von M imtsprechend entgegen dem Sinne des Uhrzeigers mit grofaer 
Geschwindigkeit durchlaufen werden. 

Der Kreis der Möglichkeiten, welche sich bei festgehaltenem N 
und variabelm n darbieten, hat sich hiermit geachlosBen. 

Wir könnten nun, ähnlich wie wir bisher an die Figiir 25 an- 
knüpften, aus den Figuren 20 und 27 durch HinzufUgung eines seit- 
lichen Anstofaes entapreirhende Figurenserien entwickeln. Indessen müssen 
wir uns damit begnügen, später (vgl. § 7) auf die hierbei auftretenden 
Abweichungen von der vorhergehenden Serie hinzuweisen. 

Zum Schlüsse wollen wir in einem Schema, in welchem n als 
Abscisse, N als Ordinate aufgetragen wird, die vorstehend verzeichneten 
Figuren durch Eintragung ihrer Nummer lokalisieren. 
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Die Ordiiiatenaxe unseres Schemas enthält die Figuren 24 bis 28; 
die Abscissenase entspricht den sämtlichen Fällen der gewöhnlichen 
oder sphärischen Pendelbewegung. Die Figuren 29 bis 3fi liegen auf 
einer der Äbscissenaxe parallelen und wenig von ihr entfernten Geraden. 
Gehen wir parallel der Ordinatenaze ins Unendliche, so kommen wir 
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allemal in das Gebiet der pseudo regulären Präcesfiion ; schreiten wir in 
der Richtung der Äbscissenaxe ins Unendliche fort, ao finden wir den 
Fall der schnellen regulären Präceasion vor. Die langsame reguläre 
Präcesaion bestimmt, wie aus der Formel nN ^ PA hervoi^eht, eine 
gleichseitige Hyperbel von der eingezeichneten Lage. Die zweifach 
ausgedehnte Maiinigfaltigkeit, welche durch die Gesamtheit aller Bahn- 
kurven bei horizontaler Anfangsluge der Figurenaxe und bei positivem 
Betrage des Eigenimpulses gebildet wird, findet so in unserem iächem« 
eine anschauliche Darstellung. 



^ '^. Quantitative Behandlung der allgemeinen Bewegung doa 

aohweren ayrametTieohon KrelBela. Ausführung der erforderlichen 

aeohB IntegraÜoneii. 

Wir gehen nun von der angenäherten qualitativen Diskussion zu einer 
genauen quantitativen Behandlung über, wobei wir die Beschränkung 
auf den Kugelkreisel zunächst fallen lassen und einen beliebigen sym- 
metrischen Kreisel von den Trägheitsmomenten A und (' betrachten. 
£s handelt sich hierbei in letzter Linie darum, das System von 
Differentialgleichungen, welches die Bewegung des Kreisels reguliert, 
zu integrieren. 

Zunächst stellen wir einige Impulsbetrachtungen von geometrischem 
Charakter an, welche die Ausführung der gedachten Integrationen teil- 
weise zu ersetzen vermögen. Dabei stützen wir uns wesentlich auf den 
Fundame ntalsatz IIa von pag. 115, nach welchem die Änderungsge- 
schwindigkeit des Impulses im Räume gleich der von den äufseren 
Kräften herrührenden Drehkraft, d. h. in unserem Falle gleich dem 
Drehmoment der Schwerkraft ist. Wir suchen vor allem, ähnlich wie 
pag. 133 beim kräftefreien Kreisel, Näheres Über die Gestalt der beiden 
„Impulskurven" auszusagen, d, h. derjenigen Kurven, welche der End- 
punkt des Impulsvektors relativ gegen den Raum bez. relativ gegen 
den Körper beschreibt. 

Erstens bemerken wir, dafs das Drehmoment der Schwere, welches 
ja seiner Axe nach in die Knotenlinie fällt, beständig senkrecht auf 
der Vertikalen steht. Nach unserem Imptdssatze schreitet also auch 
der Endpunkt des Impulses im Räume beständig senkrecht gegen die 
Vertikale vorwärts. Wir sehen hieraus: 

Der Endpunkt tles Impulses bewegt sich relativ gegen den Btmm in 
einer hurizontalen Ebene.; unsere erste Impulsht/rve ist oho eine ebene 
Kwve; die Projektion des Impulses auf die Vertikale, d. h. die früher 
als tfieitUcher Anstof/f' beieidmde Gröfse, hat eine unveränderÜche Länge. 



Nennen wir die Komponenten des Impulses im ryg-System (die 
Koordinaten seines Endpunktes), wie pag. 200 verabredet, l, m, n, so 
haben wir hiemEich: 

(1) n = const. 

Dieses Resultat wurde schon im vorigen Paragraphen erwähnt und in 
einem speziellen Falle, ähnUeh wie soeben geschehen, begründet. 

Zweitens fassen wir die Kurve ins Auge, welche der Endpunkt 
des Impulses relativ gegen den Kreisel beschreibt. Dabei werden wir 
statt von dem Impulssätze IIa, welcher die Andeningageschwindigkeit 
des Impulses im Räume bestimmt, von dem Impulssatze IIb von pag. 145 
ausgehen, durch welchen die relativen Änderungen des Impulses gegen 
den Kreisel festgelegt wurden. Nach diesem letzten Satze ist die Anderungs- 
gesch windigkeit des Impulses relativ gegen den Kreisel nach Richtung 
und Gröfse gleich der von den Äul'seren Kräften herrilhrenden Drehkraft 
vermehrt um die sogenannte centrifugale Drehkraft. Letztere wurde 1. c. 
gleich gefunden dem vektoriellen Produkt aus Impuls- und Rotations- 
vektor; ihre Ase steht mithin senkrecht auf diesen beiden Vektoren 
und also, da beim symmetrischen Kreisel diese beiden Vektoren mit 
der Figurenase in einer Ebene liegen, auch senkrecht auf der Figurenaxe. 
Da flberdies auch die Drehkraft der Schwere auf der Figurenase senkrecht 
steht, so sehen wir, dafs der Impuls-Endpunkt im Kreisel beständig senk- 
recht gegen die Figurenaie fortschreiten mufs. Wir haben also den Satz: 

Der Entipunht des Impulses bewegt sich reUiHv (fegen den Kreisel in 
einer der Aquatorebenc jwraßefe« Ebene; auch unsere eweüe Imptdshmie 
ist eine detie Ktirve; die Projektion des Impulses auf die Figurenaxe, d.h. 
die oben als Eigenimpuls eingeführte Gröfse, hat eine unveränderliche Länge. 

Bezeichnen wir die Impulskomponenten im XyZ- System, wie 
Irtther, mit L, M, N, so gilt hiemach die Gleichung: 

(2) N = eonst. 

Wir haben damit ein ebenfalls schon im vorigen Paragraphen erwähntes 
Resultat allgemein abgeleitet. 

Neben den Impulskurven können wir diejenigen Kurven betrachten, 
welche der Endjiunkt des Rotation svektnrs relativ gegen den Raum 
und g^en den Kreisel beschreibt, d. h. die Herpoliiodie- und die Pol- 
hodiekurve. Von diesen zeigt aber nur die Polhodiekurve ein ent- 
sprechend einfaches Verhalten, wie die Impulskurven. In der Tkat 
liegt die Polhodiekurve in einer zur Figurenaxe senkrechten Ebene; ihre 
Punkte haben von der Äquatorebene den festen Abstand. 
N 
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VerBachen wir dagegen rfeii entsprechenden Übergang von unserer 
ersten ImpulskuiTe zur Herpolhodiekurve zu machen, welcher, wie wir 
wissen, in einer Deformation nach den Aien X, Y. Z besteht, so 
kommen wir wegen der veränderlichen räumlichen Lage dieser Azen 
zu keinem so einfachen Resultat; die HerpolhotUfhtnn- ist {von dem Falle 
des Kugelkreisels abgesehen) keine eigene, sondern, wie wir demnächst 
zeigen werden, im aUgemtinen eine sphärische Kurve. 

Diese Bemerkung kann abermals dazu dienen, die Vo möge, welche 
in kinetischer Hinsicht der Impulavektor vor dem Rotationsvektor dar- 
bietet, ins rechte Licht zu stellen. Eh führt offenbar zu Unzuträglich- 
keit^n, wenn man den kinematisch definierten Hotationsvektor auch in 
kinetischen Fragen voran- 
etellen will. Vielmehr ist 
hier der Impuls vektor das 
einfachste , die Bewegung 
regulierende Element. 

Während wir unsere bis- 
herigen Schlüsse aus der 
Richtung der Impulsände- 
rung gezogen haben, wollen 
wir nun auch ihre GrÖfae 
betrachten. Wir werden so 
zu einer weiteren Eigenschaft 
der allgemeinen Kreiselbe- 
wegung geführt werden. 

Es handle sich um zwei 
benachbarte Lagen t, und i, 
des Impulavektors, welche dieser am Anfang und am Ende des Zeit- 
interralles At inne hat. Die Endpunkte von i, und (, geben eine 
Verbindungslinie Ai, welche nach unserem Impulssätze der Knoten- 
iinie K parallel ist und bei hinreichend kleinem A' die lÄnge bat 
(a) I^i I = PainfrAi. 

Gleichzeitig wird nach dem Pythagorüischen Lehrsatz (vgl. die Figur) 
m li,|'-H,|>-ia.-|'-2|i,|iAi|co,(,„Ai) 

_|ai|'+2|i,||Ai|co8{i„ JT)^ 
Nun bedeutet | i, | cos (i,, .K) die Projektion des Impnlsvektors 
auf die Knotenlinie, welche bis auf den Faktor A mit der Projektion 
des Dreh ungB Vektors auf diese Gerade übereinstimmt. Eine Drehung 
um die Enotenlinie bringt aber in der Zeit At eine Änderung des 
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Winkels & hervor von aokbem Betrage, dafs A&:^l gleich der 
Gröfse der gemumten Drehung wird. Wir haben also 

li.|,c..ft,2r)_4|f 

und wegen (a) 

(c) |Ail '1,1 eoa(ii, K) = ÄPem»^». 

Gehen wir in Gleichung (b) zur Grenze A( ^ über, so fallt das 

Glied zweiter Ordnung | Ai * fort und wir erhalten mit Rücksiebt auf (c) 

d(\i\*) = 2 AP sin »d» = — d{2 AP cos »). 
Mithin behält der Ausdruck 

|i|* + 2^PcoB* 
iei der Bewegung seine ursptiinglicJie Gröfse hei. Bezeichnen wir diese 
feste QrStee mit k, so haben wir: 
(3) li|* + 2^PcoB* = Ä. 

Diese Beziehung hätten wir ohne weiteres hinschreiben können, 
wenn wir uns aulser auf nnaern allgemeinen Impulssatz auch auf den 
Satz der lebendigen Kraft berufen hätten, welcher ja im zweiten Kapitel 
seinerseits aus unserem Impulssätze gefolgert wurde. In der Tbat 
sehen wir sofort, dals die Gleichung (3) mit Rücksicht auf (2) in den 
Satz der lebendigen Kraft flbergeht. Statt (3) können wir nämlich 
sehreib»: U + M' + N' + 2ÄP ^, » - k. 

Dividieren wir nun mit 2A und führen wir rechts eine neue Konstante 
h ein, welche mit der trüberen durch die Formel: 

(3.) *_^ 

zuBüuimen hängt, so entsteht 



N- 



+-;-u-i) 



4"' + ^-')+Pco.»_*. 



Hier bedeutet der erste Term der linken Seite die kinetische 
T des Kreisels 



Energie 



r-i 



{^— +';;')- 1 (^(p' + «i + '■'•■■)i 



der zweite Term stellt die potentielle Energie ü im Falle der Schwere- 
wirkung dar. Es ist nämlich nach der Definition von pag. 117, 118 
du = — dA , wo dA die von den änfseren Kräften an unserem System 
hei einer unendlich kleinen Verrückung geleistete Arbeit ist, d. h. in 
unserem Falle 

dA=Ps\n»d». 
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Mithin folgt in der That 

U= Pcos9, 

so dals wir statt (3 b) wieder Hchreibeii kßnnen 

(3') r+ ü=b. 

Die Toratehende geometriache Überlegung niUssen wir also aiif- 
faBsen als einen neuen, auf den schweren symmetrischen Kreisel ««- 
geschnittenen Beweis vom Satse der Idiendigen Kraß. 

Wir wollen uns tiun die analytiache Bedeutung unserer bisherigen 
Resultate klar machen. Wir werden sehen, dafs wir in den Glei- 
chungen (1), (2) und (3) drei erste Integrale der Dißerentialgleichungen 
des schweren aymmetriHchen Kreisels gefunden haben. 

Zu diesem Zwecke werden wir diese Gleichungen neuerdings aua 
den Differential gl eichungon durch Integration ableiten. Am bequemsten 
legen wir die letzteren in der Form der allgemeinfn Lagrangesehen 
Gleichungen, wie sie auf pag. lf>4 angegeben aiud, zu Gnmde. Hier 
haben wir für T den Ausdruck (G) von pag. 156 einzutragen 

T^\ (sin» *-*'» + *'») + -^ (y' + coa fr - 1')\ 

aua welchem folgt: ^— ~_ 

Y^ _ 'T^ _ 0. 

Andrerseits ist die Arbeit, welche die Schwerkraft bei der unendlich 
kleinen Verrückung rf«p, dij>, rf# leistet, wie eben benutzt wurde: 

Die Komponenten (f, V, 9 der äulaeren Kraft in Richtung der Koordi- 
naten <p, lii, 9 sind also 

* = H' = 0, = Psin#. 
Daraufhin gehen die beiden ersten L^rangescben Gleichungen 

dt " dt ' 

wir haben bIko ffir die ganze Dauer der Bewegung 

[<J>] ^^ conßt, [VI = const. 
Nun sind aber nach pag. K)!' die Inipiilskomponenten fft>| und fV] 
nichts anderes als die senkrechten Projektionen des Impnlsvektnrs auf 
die Figiirenaxe und die Vertika.lo, also bez. gleich jV und n. Unsere 
vorstehenden Gleichungen sind also mit (1) und (2) identisch. Die 
festen Werte unserer beiden Inipulskomponenten werden wir daraufhin 
als zwei erste Integrationskonstanten bezeichnen können. 



g i. AiufOhrang der Integrationen. 231 

NatQrlich können wir dieselben Integrale auch aus den EulerBchen 
ßleichungen von pag. 141, 142 ableiten. Hier haben wir j1 = £ zu 
setzen und für A, M, N bez. die Werte einzutragen: 
/\ = Psin&cos(K,X), tA = P sin »uQa(E,Y), N = P«in»eoa{K,Z). 

Dabei ist zunächst 

coB {K, Z)=0, 

weil die Knotenlinie auf der Figurenaxe senkrecht steht; da wir femer 
(vgl. Fig. 3 auf pap. 18) den von der Knotenlinie aus gezählten Winkel, 
welchen dieser Ualbstrahl mit der positiven X~Ase bildet, mit 9 be- 
zeichnen, so wird 

cos (Ä', X) ^ cos 93, cos {K, 1*) = — sin ip. 
Es ei^iebt sich also 

A = P sin ■& cos ip, M =^ — P ain & sin ip, N ^ . 
Die dritte der Gleichungen (3") von pag. 142 lautet daher ein&ch 

so dafs sich wieder die Gleichung (2) ergiebt. 

Die Ableitung von (1) aus den Eulerschen Gleichungen würde 
eine etwas längere Umrechnung erfordern, welche wir hier unterdrOcken 
wollen. 

Unsere Gleichung (3) schliefalich können wir nach der gewöhn- 
lichen analytischen Beweismethode des Satzes von der lebendigen Kraft 
ans den Lagrangeschen oder Eulerschen Gleichungen linden, indem wir 
diese mit geeigneten Faktoren multiplizieren und addieren; hierbei 
tritt als dritte Integrationskonstante unsere obige Gröfse h, die Kon- 
stante der lebendigen Krai't, auf, welche unserer obigen Konstanten k 
äquivalent ist. 

Äufser den drei Integralgleichungen (1) bis (3) verlangt die voll- 
ständige Integration unseres Problems die Aufstellung von drei weiteren 
Beziehungen zwischen den Lagenkoordinaten des Kreisels und der Zeit 
mit je einer willkürlichen Integration akonstanten. Diese Beziehungen 
lassen sich nicht, wie unsere drei ersten Integrale, in elementarer 
Form angeben; dementeprechend dürfte es kaum gelingen, sie durch 
direkte geometrische Betrachtungen abzuleiten. Immerhin ist ihr ana- 
lytischer Charakter sehr einfach; sie lassen sich nämlich durch blofae 
Quadraturen herstellen. 

Wir müssen jetzt nt'ben den Eulerschen die sog. kinematischen 
Gleichungen (9) von pag. 45 bez., was bequemer ist, neben den La- 
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grangeschen Oleicbungen (1) von pag. 154 die Oleichungen (2) (s. eben- 
daselbst) ;5«, «-, p«, 

berücksichtigen. In den beiden ersten dieser Gleichungen tragen wir 
links die konstanten Werte N und n ein; die rechten Seiten berechnen 
wir nach dem oben angegebenen Ausdrucke von T. Wir finden so 

C(9)'+cos-9-.^') = 2^, 

C cos -Ö- • y' + (A sin* -Ö- + C cos* d) ^' = n. 

Durch Kombination dieser beiden Oleichungen ergiebt sich zunächst 
/jv . / n — ^cos d 

sodann folgt aus der ersten Gleichung: 

(5) ^._y(^_.) + 5^ 

Die Integration nach t lafst sich in dieser Form natürlich noch 
nicht ausführen. Gehen wir aber mit den gefundenen Werten von (p' 
und ^' in die Gleichung (3') der lebendigen Kraft hinein ^ so er- 
giebt sich: 

-^ Ia'« I /-ZVcosd — wV\ , C {IP\ , x> AI 

T 1^ + (-XiSTe-) } + Y Icr«) + P^os» = h. 

Hier führen wir die wichtige Hülfsvariable 

u = cos«9- 

ein; die vorstehende Gleichung schreibt sich dann^ nachdem wir sie 
mit 2^ sin* «9- multipliziert haben: 

^V* + (2^tt — n)*+^iV^(l— tt*) + 2^PM(l— t4*) = 2^Ä(l— u*). 
Somit wird 

WO ü eine Abkürzung für den folgenden etwas komplizierten Aus- 
druck bedeutet: 

(7) ü=jj[2Ah{l^u^)-{Nu-ny^^N\l-u^)--2APu{l w^)], 

In U führen wir statt der Konstanten h unsere frühere Gröfse k ein; 
da nach Gleichung (3 a) 

2 Ah — ^.lP = k — 2P 
wird^ so ergiebt sich: 

(7') U= -}i [— {Nu — nf + {k — N^ — 2APu){l— u')] 
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oder, nach Potenzen von « geordnet: 

(7") U= ^[2APu' — ku*-\-2(nN'—AP)u-\-{k~N'' — n'')]. 

Da ü lediglich von unserer Hillfsvariabeln m abhängt, läfat aich 
die Integration in (ö) unmittelbar auafiihren. Wir haben nur zu 
achreiben ; 



(«■) 



dl- 



v 



Tragen wir diesen Wert von dt in (4) und (5) ein, 

Gleichungen über in 

(4 ) tili; = 



und 

(»■) 

Nunmehr i'ül 
und bekommen: 



' -1(1 — M») yü 



ir die Quadraturen in (4'}, (5') i 



nd (6') aus 



(8) 






^(1- 



u, 



wobei !/■ durch (7), (7') oder (7") definiert ist. 

Die drei additiv hinzutretenden Integrationskonstanten haben wir 
nicht binzugeschrieben , weil sie für den geometrischen Charakter der 
zugehörigen Bewegung belanglos sind. Diese Integrationskonstanten 
sind etwa die Werte t^, lii^, qn^, welche wir dem Werte von m an der 
unteren Grenze der Integrale zuordnen mögen. Sie können durch passende 
Wahl des Zeitpunktes, von dem aus wir (, sowie durch passende 
Bestimmung der Axen x und X, von denen aus wir ilr und ip messen, 
herausgeschafft werden. Immerhin konstatieren wir, dafe wir in den 
drei wesentlichen Konstanten k, N und k (oder b), sowie in den drei 
unwesentlichen Konstanten i^, liig und y^ die erforderliche Anzahl von 
sechs uiillkürlicJten Grö/'sun bekommen haben, welche zu der allge- 
meinen Bewegung eines Systems von drei Freiheit^raden gehören. 

Dafs wir in solcher Weise durch blofse Quadraturen zum Ziel 
gelangt«n, werden wir an dieser Stelle als einen Glficksfall ansehen, 
der tlbri)^ena nicht vereinzelt dasteht. In der Tbat werden wir im 
letzten Kapitel eine umfassende Klasse wichtiger mechanischer Probleme, 



die Bewegungen der sogenannten cjklischen Systeme, kennen lernen, 
welche sich genau sa wie iinse-r Kreiselproblem durch blofae Quadra- 
turen teilweise oder voUständig behandeln lassen. Der Kreisel wird 
dort als ein instruktives Beispiel zur Theorie der cyklischen Systeme 
erscheinen. Gleichzeitig wird die hier befolgte Integrationsmethode 
durch Vergleich mit den allgemeineren Problemen eine neue Beleuchtung 
erfahren. 

In historischer Hinsicht bemerken wir schliefslich , dal's man die 
Aufstellung der obigen Integralfonneln Lagrange*) verdankt, der das 
Problem dex schweren symmetrischen Kreisels zum erstenmale allge- 
mein in Angriff genommen hat. 

§4. Allgemeine Feriodioitätaeigensohaften der Bewegung. Vorläoflgea 

über das Verhalten der elliptiachea Ingrale bei Umlaufoug des Inte- 

grationaeegmenteH. Integral darstallung der a, ß, y, S. 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Integrale für t, il> und ip 
bezeichnet man, da sie die Quadratwurzel aus einem Ausdrucke dritten 
Qrades unter dem Integralzeichen führen, als elliptische Integrale. Be- 
kanntlich lassen sich solche Integrale im allgemeinen nicht durch 
elementare Funktionen ersetzen. Sic definieren vielmehr eine Klasse 
transcend enter Funktionen, welche von den Mathematikern seit 10(1 Jahren 
mit Vorliebe untersucht worden ist. 

Es soll unsere nächste Aufgabe sein, aus der Form dieser Funk- 
tionen die allgemeinsten und augenfälligsten Eigenschaften der Be- 
wegung des schweren Kreisels abzulesen. Insbesondere wollen wir auf 
analytischem Wege begrHnden, dafs die Kreiselspitze fortgesetzt zwischen 
zwei Parallelkreisen der Einheitskugel auf- und abschwankt und dafa 
ihre Bahnkurve aus lauter kongruenten oder symmetrisch gleichen 
Stücken besteht. Diese Thatsachen wurden bereits in den ersten Para- 
graphen dieses Kapitels auf mechanisch-geometrischem Wege dai^ethan. 
Abgesehen von der genaueren Begründung der früheren etwas unsicheren 
Schlüsse werden wir durch dos Folgende die Möglichkeit erreichen, die 
Gestalt der Bahnkurven im einzelnen durch numerische Rechimng zu 
kontrollieren. 

Wir haben dabei im Grunde dieselben Betrachtungen anzustellen, 
die sonst in der Theorie der elliptischen Funktionen entwickelt werden. 
Indem wir diese Betrachtungen an unser konkretes Beispiel anknüpfen, 
hoffen wir geradezu eine bequeme erste Einführung in diese Theorie 
zn geben, welche wir hier nicht als bekannt voraussetzen werden. 



') In der Micaninuf annlytiqtK sec jwrtip, nevt IX, Nr. 36, des. W. BJ XU. 
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Wir stellen una fürs Erste durchaus auf den Standpunkt der älteren 
Autoren, etwa auf den Legend res, nnd betrachten nur reelle Werte 
der Integrationsvariabein «, welche wir uns auf einer Geraden, der 
„M-Äxe", repräsentieren werden. Wegen der geometrischen Bedeutung 
von M (m ^ cos 9) kommt von dieser Äse für die Mechanik direkt nur 
das Stück zwischen — 1 und + 1 in Betracht. 

Auch dieses StUck wird bei den Kreiselbew^^ngen im allgemeinen 
nur teilweise von m bestrichen. Da nämlich das Inkrement von / sicher 
eine reelle Gröfse sein miifs, ao darf « wegen der Beziehung 

nur solche Werte annehmen, für welche yU reell, also U positiv ist. 
Nun wird aber U iu den Punkten it ^ + 1 im allgemeinen negativ 
und niemals positiv. Wir haben nämlich nach Gleichung (7') des 
vorigen Pan^raphen 

für (, = + 1 . . . - f7= - l^(N—n)\ 

für „ = _ 1 . . . . CT = — -1 (^ -I- n)-, 

d. h. U<0, sofern nicht gerade N^ ^n und also i7=> ist. Daher 
erscheint die Variable w auf ein gewisses Intervall zwischen — 1 und 
-|- 1 eingeschränkt, in welchem U positiv ist. Ein solches Intervall 
mufe stets vorhanden sein; wäre es nämlich nicht vorhanden, so mttfaten 
wir sagen, dafs die in U eingehenden Integrationskonstanten w, N 
und h im Sinne der Mechanik unzulässig gewählt sind, weil ihnen 
keine reelle Bewegung entspricht. Die Grenzen unseres Intervalles 
werden durch zwei Punkte gebildet, in denen fj verschwindet. Es 
seien dieses die Punkte u ^ e und ii ^= e'. 

Aufser diesen beiden Wurzeln besitzt die Gleichung U ^0 noch 
eine dritte Wurzel, welche notwendig reell ist und aufserhalb des 
Intervalles ^ 1 bis + 1 liegt. Wir bezeichnen sie mit e"*) und zeigen 
leicht, dafs je nachdem P> oder <0 ist, e" > -|- 1 oder < — 1 
wird. In der That nimmt U bei unendlich grofsem w das Vorzeichen 
des in u höchsten Gliedes, also nach Gleichung (7') des vorigen Para- 
graphen das Vorzeichen von P»' an. Dieses Vorzeichen ist im Falle 

P>0 positiv für M f-oo, im Falle P<0 für m = — oo; f7 wechselt 

also im ersteren Falle sein Vorzeichen zwischen -j- oo und +1, im 

") WeieretrasE bezeichnet die drei Wurzeln des Auadrucka dritten Grad ei 
unter dem Integralzeichen durchweg mit <■, , e,, r, . Wir haben die obige ab- 
weichende Bezeichnung gewählt, w«il bei uus nicht die Weieratranaiache Nor- 
miernng dea Inlegrales vorliegt. 
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letzteren zwiBcben — oo und — 1 . Die fragliche dritte Wurzel liegt 
also sicher auf unserer w-Axe und zwar im Falle F>0 rechterhand 
von M '= -j- 1, im Falle P < linkerhand von ii •=■ — 1. 

Wir müsaen weiterhin zwischen den beiden Vorzeichen von yU 
gut unterscheiden. Ea ist deshalb bequem, statt der einfachen M-Axe 
eine Doppelaxc zu Grunde zu legen, oder, wie wir auch sagen können, 
die M-Axe doppelt überdecM zu denken. Je zwei übereinanderliegende 
Punkte dieser Doppelaxe (vgl. Fig. 38) repräsentieren uns dann den- 
selben Wert von « und U, aber entgegengesetzte Werte von yU. In 
den Terschwindungspunkten von TJ sind diese beiden entgegengesetzten 
Werte nicht verschieden. Dasselbe gilt von der Stelle k => +oo, wo 
y^Ü die beiden funktionentheorotisch nicht verschiedenen Werte + oo 
annimmt. Wir bringen dieses in der Figur dadurch zum Ausdruck, 
dafs wir an diesen Stellen die beiden Überdeekungen der Ase in einen 
Punkt zusammenlaufen lassen. Die vier Punkte ß, e', e", oo bezeichnen 
wir auch, indem wir die übliche Terminologie der liietnannschen Fläche 
vorbereiten, als VerzweiriwngspmiJite. Überhaupt entspricht die Mofs- 
nafame der doppelten Überdeckung unserer M-Axe bereits dem von 
Biemann in die Funktionentheorie eingeführten Ideenkreise, dem wir 
aber erat im sechsten Kapital näher treten können. 




Fig. K. 

Wie wir im Übrigen die positiven und negativen Werte der Quadrat- 
wurzel auf die beiden Überdeckungen verteilen, ist von dem hier ein- 
genommenen Standpunkte der reellen Integrationsvariabein aus bis zu 
einem gewissen Grade in unser Belieben gestellt. Natürlich werden 
wir die Wertefolge von "j/P in den beiden Überdeckungen so ein- 
richten, dafs sie eine stetige Folge wird, dai's also ein Vorzeichen- 
wechsel nur in den Verzweigungepunkten (i/^O oder (7^oc) ein- 
tritt. Dabei bleibt in jedem der Intervalle ee', e'e" u. s, w. noch je 
; Vorzeichen wähl willkürlich. Erst später, wenn wir von komplexen 
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Werten der Gröfse u sprechen werden, wird sich auch hierfür eine 
bestimmte Regel ergeben. Vorläufig haben wir die in den vorstehen- 
den Figuren enthaltene Vorzeichenbeatimmung als eine willkflrliclie 
Festsetzung anzu Beben. 

Wir untersuchen jetzt das für t aufgestellte elliptische Integral in 
seiner Abhängigkeit von m etwas näher. Dabei benutzen wir die evidente 
Thatsache, daTs in der Mechanik die Zeit nicht nur eine reelle, sondern 
auch eine beständig wachsende Gröfse bedeutet, dafs also dt notwendiger- 
weise positiv sein muFs. 

Als untere Grenze des Integrales nehmen wir den kleineren der 
beiden zwischen — 1 und + 1 enthaltenen Wurzelwerte von U^O, 
welchen wir (wie in den Figuren) mit e bezeichnen. Von hier aus müssen 
wir u in das mechanisch allein brauchbare Intervall zwischen e und e' 
eintreten lassen und zwar, nach dem vorangestellten Principe, in die 
obere Überdeckung dieses IntervaUes, damit wir für 



dt = 



Yü 



einen positiven Wert erhalten. Darauf haben wir «, beständig in der 
oberen Überdeckung bleibend, wachsen zu lassen bis zum Punkte m = e. 
In diesem angekommen, müssen wir umkehren, damit dt reell, und 
wir müssen in die untere Überdeckung übergehen, damit dl positiv 
bleibt. Sind wir zu c zurückgelangt, so müssen wir aus demselben 
Grunde in die obere Überdeckung übergehen. Es wiederholt sich dann 
fortgesetzt dasselbe Spiel, 

Der TT«?, den wir der Variabein u bei d^ IniegraUcm euweisen 
müssen, bestellt also aus der kontinuierlichen Umlauf itng des Segmentes 
ee' in bestim}tticm Sinne.. {Vgl. die Pfeile in den vorstehenden Figuren.) 

Dieser Satz liefert sofort eine erste wichtige Eigenschaft der all- 
gemeinen Krei Seibewegung. Er bea^t nämlich: 

Die Bahnkurve der Kreiselspitse osciliiert beständig swisclien zwei 
ParaUelkreisen cos & = e und cos ■& = e' om/" der Einiieitskugel hin und Jier. 

Zugleich lernen wir hierdurch die Lage der beiden Parallelkreise 
berechnen. Wir haben zu dem Zwecke die kubische Gleichung (7^0 
zu lösen; ihre beiden zwischen — 1 und + 1 gelegmen Wurzeln liefern 
uns die fraglichen Werte von cos &. 

Femer können wir nunmehr die Zeit angeben, welche verstreicht, 
während- die Kreiselspitze von ihrer tiefsten zu der nächstfolgenden 
höchsten Lage übergeht. Wir bezeichnen sie mit a und haben 
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Ebenso grob ist die Zeitdauer, in welcher die Kreiselspitze zu 
ihrer tiefsten Lage zurückgelangt; sie ist nämlich wegen des (Br die 
untere Überdeckung festgesetzt^en negativen Vorzeichens von yU: 



wvi 



Während also M einen yoUen Umlauf um das Integrationssegment ee' 
ausfahrt, vergeht jedesmal die Zeit 2w. Hierauf beruht es, dafs man 
2» als die Periode dm elliptischen Integrals bezeichnet {ntQfodog ^ 
Umlauf). 

Auf dasselbe Zeitintervall 2o) kommen wir, wenn wiru, von irgend 
einem Werte des Integrationsi ntervallea beginnend, das Segment ee' 
umlaufen und zu dem Ausgangi^punkt zurückkehren lassen. Umgekehrt 
wird also auch zu je zwei Zeitjmnkten, welche sich um 2di oder um 
ein Vielfaches dieser Gröfse unterscheiden, derselbe Wert von m, d. h. 
dieselbe Yertikal-Erhebung der Kreiselspitze über die Äquatorebene 
der Einheitskugel gehören. The Bewegung der Kreiselapitze stält daher, 
was ihre Vertikalkoniponente betrifft, einen in der Zeit periodisclien Vor- ' 
gang dar. 

Dasselbe gut aber auch Ton der Horizontal-Komponente dieser 
Bewegung. Letztere wird uns durch die wechselnden Werte des Winkels V 
bestimmt. UrsprOnglich bedeutete ja ^ den von der x-Axe aus ge- 
messenen Winkel nach der Knotenlinie. Die Kuotenlinie aber steht 
auf der Figurenaie und auch auf ihrer (orthographischen oder stereo- 
graphischen) Projektion in der Äquatorebene beständig senkrecht. Da 
nun die GrÖfse von jp in unserer Integraldarstellung von p^. 223 
sowieso nur bis auf eine additive Integrationskonstante definiert ist, 
90 können wir, indem wir diese Konstante apesiiell wählen, «i auch 
direkt auffasBen als den Winkel, den die Projektion der Figurenaxe 
mit der x-Axe bildet Die Gleichung 

^ = V(m), 
in welcher die Funktion ^ das oben angegebene elliptische Integral be- 
deutet, liefert uns darauf direkt die Gleichung der Bahnkurve in Polar- 
koordinaten. Wir haben nur noch Jiötig, u durch den von aus ge- 
zählten Radius-Vektor p des Bildes der Kreiselspitze auszudrücken, 
indem wir, je nachdem es sich um das orthographische oder das 
stereographische Bild handelt, setzen: 
tt = 1/1 — o* oder 



1-1- (* 

Es ist nun klar, dafs das Integral ;b "= 4'(h) ganz ähnliche Perio- 
dicitätaeigenschaften zeigen wird, wie das Integral für t, welches wir 
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soeben untersuchten. Zunächst haben wir den Weg der Variabeln « 



deutung als Inkrement der Zeit ebenso zu bestinunen, wie oben ge- 
schellen. Gehen wir dementsprechend von der unteren Grenze e aus, so 
liefert die Integration, einmal bis zum Punkte e' ausgedehnt, denjenigen 
charakteristischen Zuwachs, welchen li» mihrend der Zeit q erfUhrt. 
Wir bezeichnen denselben mit ^^ und haben 



(2) 



" J Aii~u') yu' 



Das Doppelte dieses Zuwachses erhalten wir, wenn wir über den 
Punkt e' hinaus in der unteren Überdeckung weiter integrieren und 
zum Ausgangspunkte zurückkehren. In der That wird, wegen des für 
die untere Überdeckung festgesetzten Vorzeichens von yT/", wieder 



/: 



A(l- 



\Vü\ 



Derselbe Wert 2ti'u, ergiebt sich natürlich, wenn wir, in irgend 
einem Punkte unseres Segmentes beginnend, die Integrationsvariablo 
dieses einmal vollständig umlaufen lassen. Die Gröfee 2 li-u, stellt daher 
denjenigen Zuwachs dar, welchen das Azimuth der Kreiselspitze erfährt, 
während diese von irgend einem Punkte aus nach Überschreitung einer 
höchsten und einer tiefsten Lage zu einem in gleicher Höhe über der 
Äquatorebene gelegenen Punkte zurückkehrt. Dieser Zuwachs ist mithin 
derselbe für alle Punkte der Bahnkurve. Mit anderen Worten: 

Die Bahnkurve der Ereiselspilze kotnmt mit sich gur Deckung, wenn 
tcir sie um äie Vertikale durch den Wit^l 2 ^oj herumdrehen. Sie be- 
steht datier aas einer {im allgejneitien unendlichm) Serie unier sicA kort- 
gruenter Bügen, deren jeder in der Zeit 2a durchUatfen wird. Die Be- 
wegung der Kreiselspitze stellt, räumlich wie eeitlich betrachtet, einen 
periodischen Vorgang dar. 

Die soeben ausgesprochene Kongruenz der einzelnen EurvenbÖgen 
haben wir schon früher geometrisch erkannt; unsere jetzige analytische 
Ergänzung lehrt nun darüberhinaus, die Spannweite der Bögen mittelst 
der Gleichung (2) wirklich zu berechnen. 

Wir wollen sodann analytisch verifizieren, was wir gleichfalls 
schon früher erkannt haben, dafs nämlich jeder Bogen der Bahnkurve 
in zwei symmetrisch gleiche Halbbögen zerfällt. Wir konstatieren zu 
dem Zwecke, dafs, unter u irgend einen Wert zwischen e und e' ver- 
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atanden, die beiden Integrale 



/ dil> und / dip, 



vOQ denen wir ima daa erste in der oberon, das zweite in der unteren 
Überdeckung ausgeführt denken, denselben Wert (etwa ^o) haben. Nun 
gehören auf einem bestimmten unserer kongruenten Bögen zu dem 
Werte M je zwei Punkte, welche bez. die Azimuthe li-, und ^, haben 
mögen, wobei 

ti = ti-— if'oi ta = t'« + %■ 

Wir sehen hieraus, dafa je zwei zu demselben ti gehörige auf- 
einanderfolgende Punkte unseres Bahnkurvenbildes hinsichtlich der 
Geraden if ^= 'l'" spiegelbildlich liegen. Jeder eimdne unserer hon- 
gnieyiteti Boffm zerfallt daher, wie behauptet wurde, in zwei spiegd- 
biUBich gleiche HaUibögen. 

Schliefslich gelten genau dieselben Schlüsse auch hinsichtlich des 
Integrales, durch welches wir <p dargestellt haben. Wir können direkt 
sagen: Auch die ^-Koordinate nimmt bei einem ToUen Umlauf der 
Variabein m um das Integrationssegmcnt je um eine bestimmte additive 
Oröfse 2q)„ zu. Infolgedessen hesitzt auch die Beicegtmg <les Krnsels 
um die Figurenaxe einen periodischen Oiarakter. Diese Betcegimg wieder- 
liolt sicli in demselben Tempo, in dem sich die Bahtikurve periodisch 
reprodueiert. Die q^-Eoordinate ist allerdings für den geometrischen 
Charakter der Bewegung weniger wichtig, wie die i(r- Koordinate; sp^ell 
kommt sie in unserer früheren graphischen Darstellung der Kreiselbe- 
wegung überhaupt nicht zum Ausdruck. 

Wir haben unsere bisherige Diskussion an die Ausdrücke für die 
Eulerschen Winkel t(' und tp angesehloBsen, welche auch in der That, 
wegen ihrer anschaulichen Bedeutung, bei geometrischen Fragen am 
bequemsten sind. Wir bemerken aber, daTs zum Zwecke einer ein- 
gehenden analytischen Behandlung unsere Parameter a, ^, y, d ent- 
schieden den Vorzug verdienen. Dies wird im sechsten Kapitel klar 
hervortreten. Hier begnügen wir uns damit, aus den obigen Aus- 
drücken der /. ii und <p entsprechende In tegraldar Stellungen für die 
Logarithmen unserer Parameter abzuleiten. 

Wir knüpfen dabei an die ursprüngliche Definition der «, ß, y, ff 
in den Gleichungen (8) von pag. 21 an, wonach beispielsweise 



= cos -^ ■ e 



; BwiBchen den Bftwegang«ii i 



war. Wir berechnen nun Ig a, indem wir ffir c 



d. h. 



- eintr^en und erhalten bo: 

ga--i-ig(»+i)+4(,.- 



*)- 



- seinen Wert in m, 



rlg2. 



Jetzt setzen wir fttr tp und iji die Integrale von pag. 223 ein, 
schreiben auch Ig (u -|- 1) in ein Integral um und gestatten uns, die 
rechts stehende additive Eonstante wegzuwerfen, indem wir sie mit 
der nicht hingeschriebenen willkürlichen Litegrationskonstanten ver- 
einigt denken. Nach gehöriger Zuaammenztehung ergiebt eich für 
lg « der folgende Ausdruck, dem wir sogleich die in entsprechender 
Weise gewonnenen Darstellungen für Ig f), Ig y, lg S hinzufügen: 

( vlVtr+.(n + JQ , JN /l i\\ du 
2J(M-f 1) ■'" a Vc Äl] YU* 

p AVÜ-i{n- N) iN{l l\\ du 



(3) 



^Sf — j 1 a J (tt - 1) 
^sr=J 1 iAiu~i) — 
Igd 



I yu' 



Äl] yü 



,/ 1 iA{it + 1) 2 

Zunächst möchte es seheinen, als ob diese Auadrüeke komplizierter 
sind, wie die Integral da rstellungen für y und ^. In Wirklichkeit 

zeigen sie aber ein viel einfacheres funktionen theoretisches Verhalten. 
Wir werden später sehen, dafs die Gröfsen Ig «, lg ß, lg y, lg d so- 
genannte Normalintegrale dritter Gattung sind, während sich die tfr und tp 
nur additiv aus solchen einfachsten Elementen zusammensetzen lassen. 



§ ö. Über den Zasanunenhang zwiachen den Bewegungen verachie- 

dener Kreisel, welche dieselbe Impulsfcurve liefern, und über die 

Bewegung des KugeUcreisels. 

Wir werden in diesem Paragraphen zeigen, dafs wir uns, wie 
früher schon gelegentlich erwähnt wurde, fernerhin nur noch mit der 
Bewegung des Kugelkreisela zu befassen brauchen. Zu dem Zwecke 
stellen wir zunächst eine etwas allgemeinere Überlegung an. 

Wir betrachten einen bestimmten „ersten" symmetrischen Kreisel 
und fassen die Kurve ins Auge, welche der Impuls -Endpunkt bei 
irgendeiner natürlichen Bewegung im Ilaume beschreibt. Darauf fragen 
wir uns: Können wir diese Kurve in mehrfacher Weise als Impulshurve 
ttaffassen, d. h. entsteht dieselbe Kurve als Ort der Endpunkte des 
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ImpnlfTekton im Rsuine «twa noeb bei einer ftmead gewihl 
waguog einen „zwinttm" HjrnunetnKben Kreiaek? Wir irerden i 

(Üb diene Fraf;e zu bej»h«n ist. 

I>ie auf i\ie Ha»»«nv«rt«ilang und 
und zwriUm Kreiaeb bosfigliclieii KonaUi 
] unil 'J utiUsnebMen werden, ao dalaalao ^,, C',, P, bez. ^, C',, P, die 
Trii^bvit« und Behweremonetlt« dei ertfam bez. zweiten Kreüel« be- 
deuten. Datwi wollen wir den zweiten Kreisel speEieU so annehmen, 
daffl er (lanwlbe ä<|uiituriale HauptträKheitmnoment und dasaelbe Dreh- 
moment der 8chwL-re aufweist, wie dt-r «rate Kreiael, dala also 

da« Ti^beitmnoment um die Fif^urenaie kann dagegen Teredüeden 
•eilt Femer wollen wir din AnTangHlage nnHeres zweiten Kreisels so 
beatimman, dafs seine Ki^reniuc« mit di^r des ersten Kreisels zosammen- 
filllt, dal« alao zu Beginn der Hewe^ng 

Endlich werden wir auch die Anfangslage ond Grübe des Impulses 
in buiden Fällen gluich HeKtimmwi mfisten, da wir ja erreichen wollen, 
dafs beide Kreisel zu derselben Impulskurre AnlaXs geben. Wir werden 
also setzen 

M, — fl„ JV, — JV,, *, — J, 

und werden Übrigens bei den hiernach als gleich voraasgesetuten Kon- 
stanten A, P, n, N, k die Indices fortlassen können. 

Die ulien gesti^llte Fra^e läfst »ich nun, wenn wir uns auf unsere 
eiplieiten Integralfonntdn berufen wollen, äufserst leicht entscheiden. 
Wirbrnuchen nur zu bemerken, dafuderAuHdrnck von ü^ in Gleichung (7') 
von pag. 22U, ebenso wie die Formt'In filr t und ^ in den Gleichungen (8) 
von pag. 22!1, lediglich von den fllr beide Kreixel alm gleich voraosge- 
setxten IinpulsgriirKcri n, N und k, sowie von A und P abhängen, da- 
gegen von dorn als verschieden vorausgeaetzton Hauptträgheitsmomente C 
unuhhUngig sind. Infolgedessen werden / und p für beide Kreisel dieselben 
Funktionen von u, d. h. dio Bahnkurve der Kreiselspiize wird nach 
ihrer rüumlichen Gestalt und ihrer zeitlichen Durchlaufung bei beiden 
Kreiseln identisch. Dafw aUdiinn »uch die Impulskurven identisch werden, 
ergii'ht nich direkt uus der Oleichhuit der InipuUkomponenten n und N, 
sowie Ulm der Gleichheit der Länge des ImpulseB, welche bei ent- 
sprechend gleichen Worten von cos fr durch den Satz der lebendigen 
Kraft in der Fnnu der Gleichung (3) von pag, 210 ausgesprochen wird, 

Unsere obige Frage ist daher in folgendem Sinne zu beantworten: 
Zu einer hegtimmien tni^lichm Tmpulakurve ijehiken imeHdlich vide mü 
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demseßien Anfangsimpuls und derselben Anfangslage der Figtirenaxe vor 
sich ffehettden Bewegungen tükr derjenigen symmetrisciien Kreisd hinsu, 
wekhe dasselbe Drehmoment iler Schwere und dasselbe äqu<äoriale Haupt- 
Irägheibimonient besitzen. Zugleich mit der Impulshurve wird auch die 
BahnJcurve der Kreiselspitze bei allen solclien Betvegungen identisdi. 

Wir können uns aber auch unmittelbar geometrisdi von diesem 
eigeiitümliclien Zusammenhang zwischen den Bewegungen verscbiedener 
Kreisel Rechenschaft geben 

Wir vergleichen zu dem Zwecke den Verlauf der ImpuLskurve bei 
unserem ersten und zweiten Kreisel, indem wir den Anfangsimpuls 
successive mit dem unendlich kleinen Drehstofse der Schwere zusammen- 
setzen. Dabei ergiebt sich wegen der Gleichheit von P und wegen 
der Gleichheit des Anfangs Impuls es und der Anfangslage der Figuronaie 
im ersten Momente für beide Kreisel dieselbe Änderung des Impulses. 
Insbesondere, können wir sagen, behält die Differenz |», [* — |(^|' zu- 
nächst ihren Anfangswert Nidl bei oder, genauer gesagt, der Differen- 
tittlquotient dieser Differenz nach der Zeit ist in der Anfangslage 
gleich Null. 

Wir berücksichtigen femer, dal's zwischen der Länge des Impulses 
und der Neigung der Figurenaie für die Bewegung beider Kreisel die 
unveränderliche Relation (3) von pag. 219 besteht: 

|(',P+2JPcos*, = Ä-, \ {^\^-\- 2 AP cos &j = k. 

Aus diesen beiden Gleichungen schliefsen wir, dafa die Neigung 
der Figurenaxe gegen die Vertikale sich anfangs in beiden Fällen in 
gleicher Weise ändert. Bilden wir nämlich die Differenz der vor- 
stehenden Gleichungen, so folgt durch Differentiation nach t: 



2 AP -~ (cos *, — cos *,) = 



dt 



(|i.I'-|',l') = 0. 



Nehmen wir zu der Gleichheit des Neigungswinkels d im ersten 
Moment noch die Gleichheit der Projektion N des Impulsvektors auf 
die Figurenaxe hinzu, so ergiebt sich mit Notwendigkeit, dafs die 
anfangs vereinigt gelegenen Figiirenaxen zunächst vereinigt bleiben. 

Wir sind damit auf dieselben Bedingungen, die zu Anfang der 
beiden Bewegungen galten, zurückgefilhrt. Durch Wiederholung unseres 
Schlusses sehen wir daher, dal's je zwei symmetrische Kreisel, welche 
dieselbe Anfangslage der Figurenaxe und denselben Anfangs Impuls be- 
sitzen, bei gleichen Werten von A und P dauernd denselben Impuls 
und dieselbe Lage der Figurenaxe aufweisen müssen. Dies ist aber 
wieder der oben ausgesprochene Satz. 
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Je zwei der hier verglichenen Bewegungen sind natürlich nicht 
völlig identisch. Sie unterscheiden sich beispi eis weise durch die Ge- 
stalt der Herpolhodiekurve, wie wir unten uoct näher ausfuhren 
werden. Offenbar fällt nämlich bei gleicher Impulskurve und gleicher 
Bahnkurre der Kreiselapitze, aber ungleichen Werten des Hauptträg- 
heitsraomentes C Lage und Gröfse des Rotationsvektors verschieden 
aus. Diese Verachiedenheit der inatantanen Drehung kann aber nur in 
der bez. Bewegung der beiden Kreisel um die Figurenaie, d. h. in den 
Werten des Winkels ip, zum Ausdrucke kommen, da ja die Bewegung 
der Figurenaie aetbat, wie wir sahen, dieselbe sein mufs. In der That 
kommt denn auch C in der Integralformel für ip (s. Gl. (8) von pag. 223) 
explicite vor. 

Nach derselben Gleichung können wir aber sagen, dafs 



(1) 



-N- 



t 




für je zwei Kreisel unserer Serie dauernd denselben Wert besitzt. Es 
differieren also die Rotationskonaponenten ^' bei zwei aolchen Kreiseln 
nur je um einen konstanten Betrag, dessen Gröfae von der Verschieden- 
heit der Trägheitsmomente C abhängt. 

Insbesondere findet sich unter der Serie unserer mit gleicher 
Impuls- und Bahnkurve ausgestatteten Kreisel ein Kugelkreisel. Diesen 
werden wir mit Vorliebe, wenn irgend ein „erster" symmetrischer 
Kreisel gegeben ist, zum Vei^leich heranziehen. Sein Trägheitsmoment, 
welches wir mit A bezeichnen, haben wir nach dem Vorstehenden so 
zu bestimmen, daTs A ^ Ai. 

Nehmen wir ferner die Gröfsen P, n, N, k, sowie die AnfangB- 
lage der Figurenaxe den entsprechenden GrÖfsen des vorgelegten sym- 
metrischen Kreisels bez. gleich, so sind wir sicher, dafs die Bahnkurve des 
Kugelkreisels mit der des symmetrischen Kreisels identisch wird, während 
sich gleichzeitig die beiden Winkelgeschwindigkeiten <p' nur um eine 
konstante Gröfae unterscheiden. Kw/clkreisd und syvimetrist^ter Kreisel 
sind also für unsere Zwecke nifM wesentlich voti einmtdcr verschieden. 
Hat man die Bewegung des ersteren allgemein behandelt, so läöt sich 
die Bewegung des letzteren sofort angeben. 

Die Möglichkeit der Reduktion des allgemeinen Kreiselproblems 
auf den Kugelkroisel ist zuerst von Herrn Darboni*) bemerkt worden. 

Eine erste Anwendung, weEcbe wir von dieser Reduktion machen, 
soll darin bestehen, dafs wir über die Herpolhodiekurve des symmetrischen 
Kreisels einen schon pag. 218 erwähnten Satz beweisen. Wir wollen 

*) MouvemeDt d'un corpv peaant de r^volution, Joura. de Liouville, idr, IV, 
1B8G. 
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zeigen: Die Herpolhodiekurvc des symmetrischen Kreisels ist eine spliä- 
rische Kurve. 

Wir gebeu dabei von der Thatsache aua, dafs die Herpolhodie- 
kurve des sragehiirigea KugelkreiseU ehen ist. In der That wird ja 
beim Kugelkreisel die Herpolhodieturve der Impulakurve, d. k der- 
jenigeü Kurve, welche der Endpunkt dea ImpulBvektora im Räume be- 
Bchreibt, ähnlich. Dafs aber letztere eine ebene Kurve ist, wurde 
pag. 216 ausführlich dargetban. 

Die Koordinaten dor Herpolhodiekurve, welche wir wie früher 
mit X, X, Q bezeichnen, haben wir pag, 45 durch die Werte von y, 
^, & und ihre Differentialquotienten dargestellt; insbesondere ergab 
sich fUr die dritte Koordinate; 

p = l/f'-j- C03 & - <p'. 

Nun hat q beim Kugelkreisel vom Trägheitsmomente A den kon- 
stanten Wert -T- Ferner sind die Werte von (t und & beim symme- 
trischen Kreisel, wie wir eben sahen, den entsprechenden Werten bei 
dem zugehörigen Kugelkreisel bez. gleich, während sich nach (1) die 
Winkelgeschwindigkeit ip' beim symmetrischen Kreisel aus der ent- 
sprechenden Gröfse beim Kugelkreisel durch Hinzufiigung von .Wfp — -j) 

berechnet. Wir haben daher, unter y' den Wert dieser Winkelgeschwindig- 
keit beim Kugelkreisel, unter p den Wert der dritten Herpolhodie- 
koordinate beim symmetrischen Kreisel verstanden: 



' !(''+ cos &■ ■ ip', 

= iC'+ cosd ■ (p'-\-N\.-^ ^t) '^°'*^ 

■2 + *(s--i)«»'»- 



oder 

(2) 

Wir drücken femer die Länge dea Drehungsvektors bei der Be- 
w(^ung des symmetrischen Kreisels einmal durch seine Koordinaten 
n, X, e, das andere Mal durch die Koordinaten p, q, r aus, wobei wir 
statt r auch schreiben kSnnen 



(3) 



So erhalten wir: 



Der Satz der lebendigen Kraft in der Form der Gleichung (3) 
von pag. 219 gestattet uns sodann p* -f- g' noch in anderer Weise zu 
berechnen. Setzen wir nämlich in der genannten Gleichung 

\i\'~ 1.'+ M'+ N'- A'{p'+ q') + n; 



80 ergiebt sich: 
oder 
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Gleichung (3) geht mithin über in 

- a^PcoB fr 



(<) 



»■+,'+(,■_? 



+ N'I 



SohliersUcb eliroinieren wir cos fr aus (2) und (4) und finden eine 
Oleichung, in der auTser «, x, q nurmehr konatante Gröfsen vor- 
kommen, nämlich: 

_ ^ CP(Af — w ) _ 

AN{A — C}' 



(5) 


n 


+ « 


+ f 


oder 








(»■) , 


+ 


«'+ 


(.+ 



C'P 



i< + 






Dies ist aber die Gleichung einer Kugel, 
der Vertikalen im Abstände . 



Ihr Mittelpunkt liegt auf 
a j y , . __ /-., '""■ Unterstiltzungspunkte; ihr 
Radius ist gleich der Quadratwurzel aua der rechten Seite in {5'). 
Die Herpolhodiekurve isl aLio in der Tkat eine sphärische Kurve. 

Die Verschiedenheit der Herpolhodiekurve für verschiedene Kreisel 
unserer Serie folgt auch unmittelbar daraus, dafs Lage und Gröfse der 
Kugel von dem Trägheitsmomente C abhängen. Speziell wird für den in 
imserer Serie enthaltenen Kugelkreisel vregen des Nenners A — C der 
Radius unendlich grofs; gleichzeitig rückt sein Mittelpunkt ins Unend- 
liche. Die sphärische Kurve geht also fDr diesen Spezialfall in eine 
ebene Kurve über, vfie es sein mufs. 

Die Einführung des Eugelkreiseb empfiehlt sich namentlich auch 
wegen eines eigentümlichen liedprocitütsgi-setzes, welches für die Be- 
wegung des Kugelkreisels Platz greift. Wir behaupten: 

Die umgekehrte Bewegung, rf. A. die relative Drehung des Baumes 
gegen tlen als fest gedachten Kreisel, ist beim Kugelkreisel wieder eine 
Kreiselbewegung. 

Geometrisch sehen wir die Kichtigkeit dieses Satzes ein, wenn wir 
uns im Einzelnen überlegen, dal's bei der direkten Bewegung des Kugel- 
kreisels Figurenase und Vertikale dieselbe Rolle spielen , wie bei 
der umgekehrten Bewegung Vertikale und Figurenase oder, genauer 
gesagt, wie die zur Vertikalen und zur Figurenaxe diametralen Halb- 
strahlen. 
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Der analjtische Beweis besteht in Folgendem: Wir setzen in den 
Gleichungen (7') und (8) von pag. 222, 223 C ^ A und vertauschen » mit 
— N und N mit — n, was einer Vertauschung der Vertikalen mit dem 
zur Figurenaxe diametralen Halbstrahle u. s. w entapricht, während wir 
unsere dritte Integrationakonstante k ungeändert lassen. Alsdann bleibt 
der Ausdruck U und mithin auch die Funktion t von h ungeändert. 
Gleichzeitig geht ^ in — <p und 9 in — (d über. Wir wissen aber 
aus dem ersten Kapitel (s. pag. ÜO, 31), dafs die Umänderung von 
&, ^, fp in &, — tp, — dem Übergänge von der direkten zu der 
umgekehrten Drehung entspricht. Die umgekehrte Bewegung ist also 
in der That wieder eine Kreiselbewegung; sie ist durch die wesent- 
lichen Konstanten — JV, — 11, k charakterisiert, wenn die entsprechen- 
den Konstanten der direkten Bewegung n, N, Je lauten. 

Dieses Reciprocitätsgesetz ist natürlich nur durch die besonderen 
Symmetrie Verhältnisse des Kngelkr eiseis bedingt. Bei allgemeineren 
Systemen hat die umgekehrte Bewegung einen ganz anderen kinetischen 
Charakter wie die direkte, worauf bereits pag. 12 hingewiesen, Schon 
bei dem sjrmmetrischen Kreisel verliert unser Reciprocitätsgesetz seine 
Gültigkeit, weil in diesem Falle bei der Konstruktion des Drehungs- 
Vektors aus dem Impulsvektor die Figurenaxe und die Vertikale nicht 
gleichberechtigt auftreten. Analytisch kommt dieses darin zum Ausdrucke, 
dafs in dem Ausdrucke von <p in Gleichung (8) von pag. 223 das Glied 

auftritt, welches bei der Vertauschung von n, N mit — N, — n nicht 
ungeändert bleibt 

Wir werden später aus dem somit festgestellten ReciprocitUtsge setze 
des Kugelkreisels einen namhaften Vorteil bei der Berechnung unserer 
Impuls kurven bez. unserer Polhodie- und Herpolhodiekurven ziehen. 
Wenn wir nämlich etwa die Polhodiekurve oder, was beim Kugelkreiael 
auf dasselbe herauskommt, die „zweite Impulskurve" irgendwie ge- 
funden haben, so können wir die Gleichungen der Herpolhodiekurve 
oder die der „ersten Impulskurve" unmittelbar herstellen. Es liegt 
nämlich, wie pag. 14 bemerkt, die Polhodiekurve der direkten Be- 
wegung hinsichtlich des Unters tützungspunktes diametral zur Herpol- 
hodiekurve der umgekehrten Bewegung, Aus der Herpolhodiekurve 
der umgekehrten Bewegung entsteht aber die Herpolhodiekurve der 
direkten auf Grund unseres Keciproeitätsgesetzes durch Vertauschung 
von M, N mit — N, — n. Mithin können wir folgende Regel zur Ab- 
leitung der Herpolhodiekurve aus der als bekannt vorausgesetzten Pol- 
hodiekurve ausspreche u; 
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Man kehre die Kooniinaten p, q, r der Potfiodiekurvc, tcetchc als 
Futiktionen der Zeit und der Inkgrationslcotistanten n, N und k ffef'unden 
sein mögen, im Vorzeidiea um und scJircibe — N, — « an Stelk von 
n, N. Dann gehen die Koordinateti p, q, r der Folhodielxurve in die 
Koordinaten «, x, g der Herpolhodiekurve über. In derselben Weise er- 
geben sich aits den Koordinafm L, M, N der eiveiten Impulskurve die 
Koordinaten I, m, n der ersten. 

Wir stellen hierunter die wichtigsten der bisher gewonnenen Formeln 
Für den Spezialfall des Kugel kr ei seh zum leichteren Gebrauch zusammen. 

Aus den Gleichungen (4) und (ij) von pag. 222 folgt für einen 
Eugelkreiael vom Trägheitsmomente Ä: 



-Nu 



N - 



die Gleichungen (8) von pag. 223 gehen Über in 



coa ff; 



(') 



J 



■■) VW' 



(T) Ä'O (tru — n}' + (k-N'-2APu){l—u'); 

die Integraldarstellungen der ei, ß, y,ä endlich lauten jetzt nach pag. 231: 



lg«. 



ä^(" + i) 



yu' 



_ l -AVTJ- 



2J{» 



lg/5-/ 

lg<* 



- JV) du 



I) ycr' 

N) du 



Ca Yu -i{n-\- n) du 



2 ^ (« + 1) yv 

Der Übergang zu einem symmetrischen Kreisel vom Trägheitfl- 
^ A wird hinterher einfach dadurch bewerkstelligt, dafs 



momente C^A wird hinterhi 

wir den vorstehenden Werten von ip bez. lg 

hinzufügen. 



, lg ß, lg ¥, lg <J den Terra 
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§ 6. EontTolle der in den ersten Paragraphen entwickelten BewegungB' 
formen des EngelkreieelB ; die oharakterlatischen Eurven dritter Ord- 
nung im Falle c = 0. 

Nachdem wir im vierten Paragraphen die allgemeinen Periodicitäts- 
eigenschaften der Bewegung festgestellt und damit eine erste Kontrolle 
für die anschaulichen Entwickelungen der ersten Par^raphen erhalten 
haben, wollen wir nun eine detailliertere Einsicht in die Gestalt der 
Bahnkurven zu gewinnen suchen, soweit dieses auf anal jtisch-algebraischem 
Wege ohne ein näheres Eingehen auf die Theorie der elliptischen Inte- 
grale möglich ist. Wir vrerden zu d«m Zwecke untersuchen, wie die 
Gestalt der Bahnkurven von den Konstanten n, N und k abhängt. 
Dabei können wir uns nach dem vorigen Paragraphen auf den Fall 
eines Eugelkreiseb, dessen Trägheitsmoment wir nut A bezeichnen, 
beschränken. 

Zunächst wollen wir in der Wahl der Integrationskonstanten eine 
Änderung vornehmen. Wir wollen nämlich statt der Konstanten k, 
welche keine hinreichend einfache geometrische Bedeutung hat und welche 
überdies, damit die zugehörige Bewegung reell ausfällt, gewissen ziem- 
lich komplizierten Ungleichungen zu unterwerfen ist, eine neue Kon- 
stante einfuhren, welche uns die Anfangslage der Figurenaxe gegen die 
Vertikale nngiebt. Und zwar wählen wir die Anfangszeit, von der aus 
wir die Bewegung verfolgen, wie bereits pag. 199 verabredet, so dafs 
in ihr die Kreiaelspitze einen höchsten oder tiefsten Punkt ihrer Bahn- 
kurve auf der Einheitakugel einnimmt. Die Anfangsneigung (^^) der 
Figurenaxe ist alsdann nach pag. 227 bestimmt durch eine der zwischen 
— I und -(- 1 gelegenen Wurzeln der kubischen Gleichung U= 0, 
Bezeichnen wir diese Wurzel mit e, so haben wir cos ^^ = e. 

Wir können nun die Konstante Ic aus Ü eliminieren und statt 
ihrer c einführen. Dies geschieht folgendermalaen. Nach der Glei- 
chung (7') des vorigen Paragraphen haben wir: 
A'U _ (Nu 



--\-k — N'' 



-2ÄPa. 



Setzen wir « =■ e, so soll die linke Seite verschwinden; es besteht 
also die weitere Gleichung: 

(Ne-n)' 



= 



--i-h — N^~2ÄPe. 



Nehmen wir die Differenz der beiden Gleichungen, so ergiebt sich ala 
Gesultat der tUimination von k: 



-(»■» 



„).+ • 



l-2AP(u-e)(l^«<). 



Da die rechte Seite für h = f verschwinden muls, so können wir 
M — e als Faktor herausziehen. Wir setzen dementsprechend, indem 
wir auf gleichen Nenner bringen : 



WO Ut, wie man leicht nachrechnet, folgenden Wert hat: 

(2) U, = —(n-i- e){n'-j-N^}+ 2 Nn(l + fu) -2 AP{l~e')(l—u'). 

Indem wir so eine der Wurzeln unserer kubischen Gleichung U=^ 
als vorgegeben ansehen (indem wir, wie man sich ausdrückt, diese 
Wurzel adjungieren), hängt die Bestimmung der übrigen nur noch von 
einer quadratischen Gleichung L\ = ab. Von ihren beiden Wurzeln 
bestimmt uns diejenige, welche zwischen — 1 und -|- 1 gelegen ist, 
den anderen Parallelkreis u^e', welcher zusammen mit dem bekannten 
Parallelkreise w = e die Bahnkurve der Kreiselspitze auf der Einheits- 
kugel eingrenzt, 

Bie Einführung der Konstanten e bringt also einen doppelten 
Vorteil mit sich: 1) wird die wenig anschauliche Konstante k durcli 
eine Gröfee ersetzt, welche in der Anfangslage der Figurenase und in 
der Gestalt der Bahnkurve unmittelbar zum Ausdruck kommt, 2) wird 
die kubische Gleichung U ^ durch eine leicht lösbare quadratische 
Gleichung (/, = ersetzt. Wir werden diiher im Folgenden n, N und e 
als die wesentlichen Elemente der Kreiselbew^ung ansehen und ge- 
legentlich als Integrationskonstanten bezeichnen. 

Indem wir nun xu einer genaueren Untersuchung der Bahnkurven- 
gestalten Ohei^ehen, werden wir vor allem zu wissen wünschen, wie 
die Lage des zweiten Begrenzungskreises u = e' von der Wahl der 
Int^rationskons tauten abhängt. Du es unsere nächste Absiebt ist, die 
Serie der Figuren 24 bis 35 einer näheren Kontrolle zu unterziehen, 
nehmen wir, wie im ersten Paragraphen, durchweg an, dafs die Figuren- 
axe anfangs horizontal steht, und setzen dementsprechend für's erste 
e = 0. 

In den Figuren 24 bis 28 hatte « den festen Wert null, während 
N variirt wurde. Setzen wir also e^n^O und etwa N^v, so 
stellt uns die Gleichung ^, = die tragliche Abhängigkeit zwischen 
M und V, d. h. zwischen der Lage des Begrenzungskreises « ^ e' und 
der Gröfse des Eigenimpulses v •= N dar. Diese Gleichung lautet 
jetzt folgendermafsen : ' 

(3) uv' = — 2ÄP{l — u*). 

A^^rend sie in i( vom zweiten Grade ist, erhöht sich ihr Grad wieder 
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auf 3, sobaM wir, wie es jetzt geBchehen mufa, u und u gleichzeitig 
als Variabele anBehen. Um die Abhängigkeit zwischeD diesen Ornfaen 
bequem übersehen zu können, deuten wir sie als rechtwinklige Ko- 
ordinaten in einer «u-Ebene, h als Abscisse, v als Ordinate und er- 
halten so als BÜd der Gleichung Z7, = «»r Kurve <lritter Ordnung 
(„eine C^"]. 

Die Gestalt dieser C, ist leicht zu übersehen. Zu jeder Abscisse m 
■ gehört ein Paar entgegengesetzt gleicher (nicht notwendig reeller) Wert« 
+ i>; die Gerade m = const. schneidet also die Kurve in zwei zur 
Abscisaenaxe spiegelbildlich gelegenen Punkten; die Kurve selbst liegt 
zu dieser Aie symmetrisch. Zusammenrücken können zwei solche Punkte 
nur, wenn + w = oder = x/ wird, in welchem Falle die betr. Ge- 
rade M = const. unsere C, berührt. Nun haben wir nach Gleichung (3) 
t) ^ 0, wenn « ^ + 1, und n ^ co, wenn « ^ oder ^ oo wird. 
Unsere Kurve besitzt hieniach in den Punkten m = --|-1, v = je 
eine vertikale Tangente und hat die Ordinatenaxe zur Asymptote. 

Bemerken wir temer, dafs rechts von der Ordinatenase die linke 
Seite unserer Gleichung (3) positiv ist. Die rechte Seite ist aber, da 
wir wie in § 1 P<0 voraus- 
setzen wollen, nur solange >■ \\yi 
positiv, als M< 1 ist. In- 
folgedessen giebt es rechts 
Ton der Geraden m = -f- 1 
keine reellen Kurvenpunkte. 
In entsprechender Weise 
sieht man, dafs innerhalb 
des Streifens links von der 
Ordinatenase und rechts von 
Geraden w =^ ^ 1 keine 
Kurven punkte liegen können. 
Die Kurve raufa daher (vgl, 
Fig. 39) an der Stelle 
u^ -\- l, y = nach links 
hin geöffnet sein und wird 
sich von hier aus der Ge- 
raden u = asymptotisch 
cäheni. Desgleichen wird 
die Kurve an der Stelle 

w ^ ^ 1, tt ^ nach links hin geöffnet sein, von wo aus sie parabel- 
ähnlieh ins Unendliche verläuft. Unsere Cj besteht also aus zwei ge^ 
trennten Zfigen, welche wir als „paaren" und „unpaaren" Zug unter- 
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scheiden. Der unpaare Zug ist der in dem Streifen < w < 1 ent- 
haltene, der paare Zug ist unser pnrabelahnlicher Ast. 

Auf Grund dieser Figur können wir unsere frühereu Schlüsse über 
die Abänderung des Parallelkreis es m =^ c' bei wachsendem N voll- 
kommen bestätigen. Natürlich kommen liir die Mechanik nur solche 
Absei säen werte ii in Betracht, welebe zwischen — 1 und -j- 1 enthalten 
sind, Sehen wir also von dem isolierten Punkte m = — 1 ab, welchem, 
wie wir im folgenden Kapitel »ehen werden, eine ganz besondere Art 
der Bewegung entspricht, so haben wir uns mit dem unpaaren Zuge zu 
beschäftigen. Wir ziehen die Parallele zur M-Axe v ^ N und lassen JT 
von Null aus wachsen. Die Abscisse des Schnittpunktes dieser Geraden 
mit dem unpaaren Zuge giebt uns den zu N gehörigen Wert von e'. 
Dem Falle W = entspricht die gewöhnliche Pendelbewegung, bei 
der e' ^ 1 ist, bei der sich also der Parallelkreis c' auf den Nordpol 
der Einheitskugel reduziert. B(.-i wachsendem N nimmt c', wie die 
Figur zeigt, successive ab, unser Parallelkreis erweitert sich also und 
nähert sich für J/'^ oo asymptotisch dem Äquator. Die Bewegung 
geht dabei, in Übereinstimmung mit Fig. 2S, in unsere pseudoreguläre 
Pi^ceBsion Über. 

Wir verifizieren auch leicht das Auftreten von Spitzen in den Fi- 
guren 25 bis 28. Nach Gleichung (2) des vorigen Paragraphen haben 
wir im Falle n ^ 0: 

difi —Nu 1 

d7. ~ -l'(l -»•) 7f" 

Auf dem Äquator w = wird die rechte Seite null, weil YÜ von 
niederer Ordnung verschwindet wie «. Hier muXs also die Bahnkurve 
im stereographischen Bilde radial verlaufen; da sie aber den Äquator 
nicht überschreiten kanu, muls sie auch in radialer Richtung zurück- 
laufen, so dals sie in der That eine Spitze bildet. 

Hieran mögen sich einige Angaben über die den Figuren 25 bis 28 
zu Grunde liegenden numerischen Werte achliefHen, soweit sie sich 
auf die Lage der begrenzenden Parallelkreise beziehen. Wir haben bei 
der Herstellung dieser F'iguron A^i, P = ^ 1 angenommen, Werte» 
weiche sich übrigens durch Wahl geeigneter Einheiten für die Messung 
von Länge und Zeit stets erreichen lassen. Die numerischen Werte 
von N und die zugehörigen Werte von c' werden durch die folgende 
Tabelle geliefert bez. durch unsere obige Kurve, in welcher die Num- 
mern der betr. Figuren an den repräsentierenden Stellen (u,v) des un- 
paaren Zuges eingetragen sind. 



24 


"'■" ' 


25 


99 
100 


26 


9 
10 


27 


T 


28 






roDtrolle Jer Pigwen vöii g 2. 

]/g^0,65 
1/3 = 1,73 



Bei einem negativen Werte von N ei^iebt sich, w^en der aym- 
metriBchen Lage unserer C^ gegen die Absoissenaie, genau dieselbe 
GrSfae des Parallel kreis es und dieselbe Bahnkurve wie hei positivem N, 
was übrigens auch mechanisch evident ist. Insoweit war also die im 
ersten Paragraphen festgehaltene Beschränkung auf positive Werte von 
N wohlbegründet. 

Unsere bisherigen Betrachtungen geben uns gleichzeitig Aufschlufs 
aber die Bewegung des Kugelkreiaela im Falle J/^ = bei variablem w. 
In der That bestimmt sich nach Gleichung (2) — in ITbereinstimmung 
mit dem Reciprocitatsgesetz des vorigen Paragraphen — die L^e des 
PantUelkreises in diesem Falle wiederum durch die Gleichung (3) bez. 
durch unsere Fig. 39, in welcher alsdann i> die Impulskomponente « 
bedeuten wird. Wir haben diese durch N ^= charakterisierten Bahn- 
kurven des Rugelkreisels als Bahnkurven des sphärischen Pendels he- 
zeichnet. Wir können diese Bezeichnung nachtr^lich auf Grund des 
vorigen Paragraphen rechtfertigen. 

Ein Pendel ist allerdings kein Kugelkreisel, sondern ein Bjrame- 
tri scher Kreisel von spezieller Beschaffenheit. Es ist nämlich bei 
diesem das Tr^heitsmoment um die Figurenaxe, d. h. um die Äse des 
Stabes, an dessen Ende der Maasenpunkt befestigt ist, gleich null, 
während das Trägheitsmoment um eine dazu senkrechte Axe gleich mP 
ist, wo m die Masse des Punktes, l die Länge des Stabes bedeutet. 
Gleichzeitig mit dem Trägheitsmoment um die Figurenase ist natürlich 
auch der Eigenimpuls des Pendels notwendig gleich null. Nun sahen 
wir aber, dafs ein symmetrischer Kreisel dieselbe Bahnkurve beschreibt, 
wie ein Kugelkreisei von gleichem Schwere- und äquatorialem Trag- 
beitemoment und gleichen Impulskonstanten N, », k. Infolgedessen 
sind wirklieh im Falle J^ =^ die Bahnkurven unseres Kugelkreisels 
zugleich Bahnkurven eines gewiesen sphärischen Pendels. 

Wir wollen hiermit die in dem Schema 36 auf den Axen » ^= 
bezw. N^O gelegenen Figuren als erledigt ansehen und wenden uns 
nun zu den Fällen, wo keine unserer beiden Impulskomponenten tt, N 
verschwindet, insbesondere also zu den Figuren 29 bis Sfi. 



244 IV. Die alt^emeine BewegiinR des schweren ByrometriBelieB Kreiaels. 

In diesen Figuren haben wir den Wert von N " festgehalten und 
den von « variiert. Wir wollen dementsprechend in Gleichung (2) 
» = D und übrigens wie frflher f ^0 setzen. Alsdann wird die gegen- 
seitige Abhängigkeit zwischen der L^e des Begrenzungakreisee u -= e' 
und dem Beitiichen Anstofse « = » durch die Gleichung gegeben: 
(4) u{v*+ N^) — 2Nv-^~2AP(l —u*) = 0, 

welche uns wieder eine Kurve dritter Ordnung repräsentiert. 

Um ilire Gestalt zu bestimmen, suchen wir wie oben die vertikalen 
Tangenten auf. Zwei derselben haben die Gleichtmg u =^ ^ 1 ; in der 
That schneiden diese Geraden unsere 6^ in zwei zusammenfallenden 
Punkten, da sich fflr m ^ + 1 die Gleichung (4) aui' 

reduziert. Die Berührungspunkte liegen hiernach an den Stellen 
u ^ + 1, V = ^ N. Aufser diesen zwei (zusammen fallen den) Schnitt- 
punkten mÜBseu aber die Geraden « ^ -j- 1 mit unserer Cj, noch einen 
dritten Schnittpunkt haben, welcher nur im Unendlichen liegen kann. 
Die Kurve erstreckt sich also in vertikaler Richtung ins Unendliche. 
Asymptote wird die Gerade m ^ 0. Tragen wir nämlich diesen Wert 
in (4) ein, so ergiebt sich nur ein zugehöriger Ordinatenwert 
AP 
^> '^ N ' 
Die Gerade « ■= mufs daher die Cg im Unendlichen berühren. 

Wir fragen sodann, ob es aul'ser den gefundenen drei noch weitere 
vertikale Tangenten giebt. Das nllgemeine Kriterium fQr das Auftreten 
vertikaler Tangenten wird dieses sein, dafs die Gleichung U, = 0, als 
Gleichung in v aufgefafst, eine Doppelwurzel ergiebt, wenn für u der betr. 
Abscissenwert einer vertikalen Tangente eingetragen wird. In v ist die 
Gleichung (/j = quadratisch. Die Bedingung ftlr das Auftreten einer 
Doppelwurzel bei der quadratiachen Gleichung «w* -f- 2tii -|- c ^ 
wird aber durch Nullsetzen der Discriminante ac — fc* geliefert. Die 
Ausrechnung dieser Bedingung g'iebt in unserem Falle: 

(1 —u*)(N*~2APu) = 0. 
Wir sehen also, dafs aufser den Geraden « = + 1 auch 
JV- 

"« = iAi' 

eine vertikale Tangente ist. Ihr Berührungspunkt hat die Ordinate 



Es kommt nun wesentlich auf die Lage dieser Tangente gegen die 
vorher gefundenen an. Jedenfalls liegt sie, da wir P< voraussetzen, 
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linkerhand von der Asymptote m ^ 0. Es fri^t flieh aber ferner, ob 
sie auch links oder rechts von der Tangente m = — 1 verläuft. Da es 
uns hier nur auf eine Kontrolle der Figuren des ersten Paragraphen an- 
kommt, legen wir die pag, 242, 243 genannten Zahlenwerte A = — ^==1, 
jr=0,20 zugrunde und behalten uns vor, im folgenden Paragraphen 
die Gestalt der C, unter allgemeineren Annahmen zu untersuchen. Der 
numerisciie Wert der ÄbaciBse unserer vierten Tangente wird daraufhin 

u, 0,02 > — 1. 

Wir können jetzt in das von unseren vier vertikalen Tangenten ge- 
bildete Gerüst die Kurve dritter Ordnung eintragen. Beginnen wir die 
Zeichnung im Punkte « = 1 , t' ^ N. Die Kurve verläuft hier vertikal 
und nähert sich nach oben hin asymptotisch der Ordinatenaxe. Setzen 
wir sie nach unten hin fort, go überschreitet sie die Ordinatenaxe im 
Punkte m = 0. v ^ i\ , berührt die Gerade w ^ <% im Punkte v ^ v^ 
und nähert sich dann asymptotiseli der negativen Ordinatenaxe. 
Aufserdem setzt sich im Puukte u^- — 1, v^ — N ein zweiter 
parabc^hnlicher Kurvenast an. 
Die Kurve besteht also wieder 
aus einem „paaren" und einem 
„unpaaren" Zuge von vertikaler 
Erstreckung, welcher letzterer 
mechanisch allein wichtig ist. 
Übrigens haben wir in der 
Zeichnung (vgl. Fig. 40) wegen 
des ziemlich kleinen Wertes 
von JV CA' =0,20) die Mafs- 
einheit auf der Vertikalen fünf- 
mal so klein wählen müssen, 
wie auf der Horizontalen. 

Wir haben nun in dieser 
C, ein vollständiges Bild der 
Veränderungen vor uns, welche 
die Lage des zweiten Begren- 
zungs kreise 8 hei Veränderung 
des seitlichen Anstofses erfährt. pig «. 

Ziehen wir nämlich die Pa- 
rallele V ^ n zur M-Axe, so trifft diese den unpaaren Zug in einem 
Punkt«, dessen Äbscisse die Gröföe des Kreises u = e' angiebt. Geben 
wir jener Geraden alle möglichen Lagen zwischen v ^ — oo und 
= -J- 00, so durch^uft der Schnittpunkt den ganzen unpaaren Zug. 
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Wir wollen diesen Vorgang in derselbeo Reihenfolge betraehten, in 
welcher die Figuren 29 bis 35 auf einander folgen. 

Wir lassen also n von dem in Fig. 2f> dargestellten Falle n = O 
aus zuniicliat abnehmen, versehieben also unsere Parallele zur u-Axe 
nach unten hin. Der Wert von e' verkleinert sich dabei, d. h. der 
zweite Begrenzunga kreis erweitert sich, bis er (ftlr c'=^^0) mit 
dem Äquator zusammengefallen ist. Die Bewegung geht dann in den 
Fall der langsamen Präcession über; der entsprechende Punkt unserer 
Cj ist ihr Schnittpunkt mit der Ordinatenaxe, welchem, wie wir oben 
sahen, die Ordinate 

AP 

zukommt; derselbe Wert von w wurde bereits pag. '202 ffir die lang- 
same Präcession abgeleitet. 

Wir gehen Jetzt wieder zu der Lage v ^0 unserer Geraden zu- 
rdck und verschieben sie nach oben, indem wir n wachsen lassen. 
Dabei wächst der Wert von e' eine Zeit lang, d. h. unser Begrenzungs- 
kreis verengert sich, bis er sich i^f'flr c' = 1) auf den Nordpol der Ein- 
heitskugel zusammengezogen hat. Der zugehörige Wert von n ist, wie 
wir unserer C, entnehmen, 

n = N. 

Von da ab nimmt bei weiter wachsendem n der Wert von c' ab; der 
Begren zu ngs kreis erweitert sich und geht für h ^ oo asymptotisch in 
den Äquator über; die Bahnkurve nähert sich mehr und mehr der in 
Fig. 35 dai^estellten schnellen regulären Präcession. 

Eg bleiben nur noch diejenigen Fälle übrig, welche bei negativem n 
den Übergang bilden zwischen der langsamen imd der schnellen Prä- 
ceasion. Der zweite Begrenzungskreis e' bleibt bei allen diesen Fällen 
dem Äquator sehr nahe und liegt, wie unsere C, zeigt, auf der süd- 
lichen Hemisphäre der Einheitskugel (e'<0). Zunächst verengert er 
sich ein wenig bis zu dem extremen Werte Mj, welcher unter den 
unseren Figuren zu Grunde liegenden Verhältnisaen gleich — 0,02 ist 
und dem Werte r^ ^ n = — 10 entspricht. Von da ab nimmt er 
wieder zu und geht für u ^ — oo in den Äquator über. In dem 
Umstände, dafs dieser ganze Teil der f'j, der ürdinatenaxe aufserordent- 
lich nahe liegt, erkennen wir den Gnmd, warum wir früher (vgl. 
pftg. 214) für die entsprechenden Fälle der Kreiselbewegung keine deut- 
liche Bahnkurve zeichnen konnten. 

Die numerischen Daten, welche den Figuren 29 bis 35 zu Grunde 
liegen, stellen wir in der folgenden Tabelle zusammen; sie sind auch 
aas der Stellung der bez. Nummern in unserer C, zu ersehen. 
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P— 1, W=0,20. 

e = 0,96 
0,67 



0,9964 



„ _ - 0,20 




+ 0,08 


AP 

IT 


+ 0,20 


= N 


+ 1 
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Wohlgemerkt entspricht unsere Cj, sowie unsere Figurenserie 29—35 
nur einem ganz bestimmten und zwar einem kleinen Werte von N. 
Wenn man diesen Wert wachsen läfst, wird sich auch die Gestalt der 
Cj, sowie die Serie unserer Bahnkurven verändeni. Der Erfolg wird 
nämJicb der sein: Es wird sich bei wachsendem N der oberhalb 
der Abscissenaxe gelegene Teil der 63 in die Länge strecken; der 
untere Teil wird gedrungener werden, indem die vertikale Tangente 
'** ^ ¥Ä~P "^'^^ links wandert und gleichzeitig ihr Berührungspunkt 
t', = "- y - der Äbscissenase näher rückt. Eine wssentliche qualitative 
Änderung in dem Verlauf der Bahnkurven wird sich aber erst ergehen, 
wenn die genannte vertikale Tangente über die Gerade « = — 1 nach 
links binausrQckt, worauf wir im folgenden Paragraphen ansfQhrlich 
eingehen werden. 

Wir bemerken hier nur noch, dafs bei einer Vorzeichenumkehr 
von N die C\ eine Spiegelung an der Äbscissenase erleidet. In der 
That bleibt die Gleichung F, ^ ungeändert, wenn wir gleichneitig 
N mit — N und n mit — n vertauschen. Infolgedessen ergiebt sich 
bei einem negativen Werte von N dieselbe Serie der Bahnkurven wie 
bei dem entsprechenden positiven Werte, nur in umgekehrter Reihenfolge. 

Wir erwähnen schliefslicb, dafs auch in dem früher citierten Werke 
von Koutb*) ein Ansatz zur geometrischen Diskussion der Gleichung 
dritten Grades ['^ = gegeben wird. 

§ 7. Die cbarakteriBtiachen Kurven dritter Ordnong bei beliebiger 

Lage des AoBgangskreiBes e; nnterBCheidnng zwisoheii atarken und 

Boh wachen Ereieeln. 

Wir haben jetzt die Überlegungen des vorigen Paragraphen noch 
einmal in gröfserer Allgemeinheit anzustellen und namentlich zuzusehen, 
inwiefern die im zweiten Paragraphen entwickelte Figurenserie wegen 

*) Rigid djuamicB, advauced part, pag. 111, art, 301. 
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der dort getroä'enen besonderen VorauBsetzungen (z. B. r ;= 0) zu i 
zißU ausfiel. Wir lassen also jetzt die Loge des Ausgan gskreisea < 
beliebig und legen dementsprechend die Gleichung f/^ ^ in der 
Form von pt^. 24(1 zu Grunde. Da diese Gleichung ungeändert bleibt, 
wenn wir n und N gegeneinander vertauschen, können wir uns darauf 
beschränken, die Abhängigkeit der Bahnkurven von einer dieser Gröfsen, 
z. B. vun M zu betrachten und N ale einen festen Parameter anzusehen, 
dessen GrÖfse allerdings nicht unwesentlich ist. Wir setsen wieder 
n^ v; die Abhängigkeit zwischen « und i' wird dann durch die Kurve 
dritter Ordnung dargestellt: 

(1) -|« + e)(«' + JV'} + 2JV«(l+e«)— 2^P(1— e»)(l - w») = 0. 

Indem wir auch hier nach den vertikalen Tangenten der Kurve 
fragen, haben wir die Überlegungen von pug.244 von Neuem anzustellen. 
Zwei dieser Tangeuten (I imd II) sind wie früher durch «^ + 1 ge- 
geben; ihr Berührungspunkt ist v ^ + N. Femer giebt ea auch hier 
eiue vertikale Gerade (UI), welche die Kurve im Unendlichen berührt. 
Sie hat die Gleichung » = — e und schneidet die Kurve noch in dem 
Punkte 

iBine vierte vertikale Tangente (IV^ folgt wie pag. 244 durch Nullsetzen 
der „Discriminante", welcher mau hier durch eine kleine IWhnung die 
Form giebt: 

(N^ — 2ÄP m -\- e}) {l ~ e*)(l — «*). 
Unsere vierte vertikale Tangente ist also die Gerade 
(2.) ,.__. + j^ 

mit dem Berührungspunkte 
(2b) „_ff,+ ;-^^(l_,=). 

Diese Gerade liegt, bei negativem P, w^en (2a) jedenfi^s links, 
bei positivem P rechts von der Asymptote « ^ — e- Wir mQBsen 
aber weiter zwei Unterfalle unterscheiden, je nachdem diese Gerade bei 
negativem (positivem) P auch links (rechts) von der Geraden w ^ — 1 
(« = -|- 1) li^t oder rechts (links) von derselben. Die Bedingungen 
hierfar lauten beziehungsweise: 

-1. |-' + o-i.<+'- 




J 



g 7- Die ch&raktoriKtischeii Kurven .1. Ordnimg, starker it. schwacher Kreisel, 249 

Ob die eine oder andere dieser Ungleichungen erfüllt ist, hängt bei 
gegebener MusactiTerteilung und gegebener ÄufHugsIage de§ Kreisels 
von der Stärke seines Eigenimpulses ab. Wir wntersch&den äana<A 
jswei Sreiselarien. welche tcir als starke und schwache Kreisel beeeich- 
nen; dieselben aollen im Falle P < bez. P > durch die mit den 
vorstehenden identischen Ungleichungen definiert sein: 

tN''> — 2 AP {l — e'i ■■■ starker Kreisel, 
JÄ"' < — 2^P (1 — e) ■ • . schwacher Kreisel; 
\N*>-\-2AP{l-\-e) ■ 



Gi) 



P<0 



(3-) 



P>0 



N^<-\-2AP{\-\-e) ■ 



starker Kreisel, 
schwacher Kreisel. 



Man kann bemerken, dafs unsere Unterscheidung keine absolute ist, 
sondern von der Anfangslage *; des Kreisels abhängt. Beispielsweise 
ist bei positivem P im Fall e = — 1 , wo die Bahnkurve im Südpole 
der Kugel beginnt, jeder Kreisel ein starker Kreisel. 

Die Gestalt der (\ fällt nun, je nachdem ein starker oder ein 
schwacher Kreisel vorliegt, verschieden aus. Beidemal besteht die 
Kurve aus einem paaren und einem unpaaren Zuge. Bei dem starken 
Kreisel durchquert aber der unpaare Zug den ganzen Vertikalstreifen 
zwischen i* ^ — 1 und m ^ + 1 , bei dem schwachen Kreisel ist er 
auf eineu Teil desselben eingeschränkt, welcher durch die Geraden 
w ^ — 1 und M ^ — e + ^-r-p (P < 0) bez. durch die Geraden 



n = + 1 und 



e + T-jp (P > 0) begrenzt wird. 



(Nur in dem Qrenzfalle zwischen dem starken und schwachen Krei- 
sel, wo in (3) und (3') statt der Zeichen ^ das Zeichen = eintritt, 
verschmelzen die beiden Bestandteile unserer C^ mittels eines bei 
M^-(-l, V ^ -\- N gelegenen Doppelpunktes zu einem einzigen 
Knrvenzuge. Es wird nicht nfitig sein, diesen Grenzfall im Folgenden 
ausdrücklich zu besprechen. Er vermittelt natürlich den stetigen Über- 
gang zwischen den Bewegungen des starken und des achwachen Krei- 
sels. Im nächsten Kapitel (vgl. namentlich § S) werden wir nur noch 
auf diejenige spezielle Bewegung dieses Grenzftlles zurückzukommen 
haben, welche in der C^ durch den Doppelpunkt selbst charakterisiert 
wird und welche im Hinblick auf die Theorie der kleinen Schwingungen 
ein besonderes Interesse beanspruchen darf.) 

Um nicht zu viele Fall Unterscheidungen zu haben, werden wir, wie 
in den ersten Paragraphen, annehmen, dafs P < sei. Dieser Annahme 
entsprechen die Figuren 41 und 42. Der Fall P>0 lafst sich nach 
pag. 198 dadurch auf P < zurückfiihren, dafs wir die Bezeichnung 
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f^igurenaxe" von dem einen der beiden Halbstrablen , in welche die 
Symmetrieaxe der Massen Verteilung durch den Unteratützungepunkt 
zerlegt wird, auf den anderen übertragen. Dabei ändert sich ersicht- 
lich neben dem Vorzeichen von F auch das von N, während die 
impulakomponente m ungeändert bleibt. Gleichzeitig geht der Winkel ö 
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über in jr — *. Es werden also auch die Grfifsen m, c, e', e" im 
Vorzeichen umzukehren sein. Hiemach ist klar, dafs wir die charak- 
teristischen Kurven dritter Ordnung im Falle P > aus den ange- 
zeichneten einfach dadurch erbalten, dafs wir die letzteren an der 
Ordinatenaxe spiegeln. Auf ihre Wiedergabe können wir filglich ver- 
zichten. 

Wir machen jetzt unsere Konstruktion zur Auffindung des Be- 
grenzungskreisea « ^ c', verschieben also die Gerade v^n parallel 
der u-Axe von y ^ ^ oo bis r ^ -j- oo und suchen den Abscissenwert 
ihres Schnittpunktes mit dem unpaaren Zuge der (7, auf Hierbei tritt 
folgender charakteristischer Unterschied zwischen dem starken und schwa- 
chen Kreisel hervor: Bei dem starken Kreisel bestreicht die Projektion 
des Schnittpunktes auf die Abscissenaxe das ganze Intervall zwischen — 1 
und -|- 1 ; bei dem schwachen Kreisel durchläuft sie nur ein Stück 



dieses Intervalles, welches von m — -|" 1 ^''^ 



« + 



N* 



grenzt wird. Beidemal wird übrigens jeder Wert, der überhaupt er- 
reicht wird, zweimal erreicht. ZWcs Äni swt Folge, dafs beim starken 
Kreisel der Paraüdkreis r' jc/ic Lage auf der Kugel annehmen kamt 
und zwar jede noch bei ewei verachicdeneti Werten (fes n, dafs er da- 



Ä 
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gegeti brim schicctchen Krcisd von einer gewissen Kugelkalotte (msge- 
sdUosSen ist, weUhe den Südpol der Einheitslcugel umgicht und durch den 
Kreis u = — e + ^-j-p fx^^*^ wird. 

Wir sehen hieraus, ttttfa den Fij^ureii 29 bis 35 die Annahme eines 
schwachen Kreisels zu Grunde lag, weil bei diesen der grflfste Teil 
der südlichen Halbkugel von Bahnkurven überhaupt freihljeh. In der 
That ist denn auch für die früher vorausgesetzten Werte 

^'=0,20, A = \, P 1, e = 

von den beiden Kriterien (3) das zweite erfüllt. 

An der Hand unserer Figuren lassen sich Jetzt weiter die ver- 
schiedenen ausgezeichneten Fälle, welche bei der Kreiselbewegung 
vorkommen können, das Auftreten der regulären Präcession, die Spitzen- 
bildung u, s, w. bequem untersuchen. Dies soll im Folgenden unter 
einer Anzahl verschiedener Nummern geschehen. 

1) Wir sehen zunächst zu, was unsere Kurven über die Möglich- 
keit der regulären Präcession aussagen. Reguläre Präcession tritt ein, 
wenn e' = e wird. Wir ziehen daher die Gerade « == e; ihre Schnittr 
punkte mit der Kurve dritter Ordnung geben, wenn solche vorhanden 
sind, diejenigen Werte von n, welche für die reguläre Präcession 
erforderlich sind. Dabei unterscheiden sich wieder der starke und der 
schwache Kreisel: 

Beim starken Kreisel giebt es immer zwei redU Schnit^iunkt^ auf 
der Gcradm u^ e und daher zwei (im allgemeinen verschiedene) FHUe 
möglicfier Pracessions}>ewegv.ng. 

Beim schwachen Kreisel dagegen sind die Schnittpunkte nur dann 
reell, wenn die Gerade m ^ p rechts von der Tangente w = 
liegt, wenn also die Ungleichung besteht 
AAPe<N^. 

Beim schwachen Kreisel giebt es also zwei Fälle oder keinen FaU 
regulärer Präcession. je nachdem gilt 
(4) 4APe < N* oder 4APe > N\ 

Wir bemerken noch, dafs bei horizontaler Anfangslage der Figuren- 
axe (e ^ 0) die erste unserer Ungleichungen von selbst erfüllt ist, 
falls nicht gerade ?/' = wird. Dementsprechend hatten wir im zweiten 
Par^^aphen dieses Kapitels, trotzdem ein schwacher Kreisel vorlag, bei 
N^O stets zwei reelle Präcessionsfälle. 

Die Werte von h, welche den beiden Fällen der regulären Ptä- 



^2AP 
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1 ijmmetrUcbeD Kreüels. 



cessioii enUprechen, ergeben sirli iiBtfirlich aus (1), venn vir u^^e 
setzen und die so entsteheade quadratische Gleichung * 

(5) (p — Ne)(N — ve) = APll - f*!* 

auflSsen; wir finden 



■W 



(i+«iy+(i-«iyiv-»^p« 



(6) 

(Es wird gnt sein, dieses Resultat mit den Entwickelnugen von 
pag, 178, 179 in Beziehung zu setzen. Wir sahen dort, ds(e es bei 
gegebener Massenverteilung, g^ehenem Werte von cos # = e und gf>- 
gebentr Gpschwifuiigkeitskontponenf^- fi zwei Werte der Geschwiudigkeita- 
kompouente v giebt, welche im Falle des Kugelkreisels eine reguläre 
Präcession bedingen, nämlich 



(«) 



_ Jm 



(b) 



= + <». 



Unser jetzige« Resultat lautet, von dem früheren scheinbar abweichend, 
folgend ermal'sen : Bei gegebener Massenverteilung, gegebener Grßfse dee 
Parallelkreises e und gegebener Impiüskonipoticnte N entsteht eine regn- 
läre Präcession des Kugelkreisels bei zwei Werten der Impulskompo- 
nente n, welche in (6) angegeben sind. Die Abweichung beruht offenbar 
darauf, dafe wir das eine Mal die Gescbwindigkeitskomponente (i, das 
andere Mal die Impulskoordinate N festhalten; wir können uns daher 
nicht wundem, dafs wir fQr die zugehörigen Werte der Präcess ionskon- 
stanten V bez. M beidemal Terschiedene Werte erhalten. 

Um die Beziehung zwischen den Wurzeln «, , »i, und den früher 
unterschiedenen Fällen (a) und (b> noch genauer zu verfolgen, bemerken 
wir, dafe beide Wurzeln n,,»tg dem Falle (a) entsprechen. In der That 
zeigen wir leicht, dal's unsere Gleichung (h) mit der aus der Theorie 
des Deviationswiderstandes gewonnenen Gleichung P ^ Aftv, welche 
uns die Wurzel (a) liefert«, identisch ist Benutzen wir nämlich die 
p^. 238 in Gleichung ((>) angf^ehenen Werte von ij;' und y' und be- 
rücksichtigen wir, dafs diese bei der regulären Präcession bes. den 
Konstanten v und (i gleich werden, so haben wir 
n — Kc N—ne 

Infolgedessen geht die Gleichung (ft) wirklich in die Beziehui^ P = Jfir 
llbcr, welche aussagt, dals die Drehkraft der Schwere mit dem Tru- 
bel tu widerstand des Kugelkreisels im Gleichgewichte steht. 

Wir überzeugen uns ferner, dars der Fall (b) der Präcession, bei 
welcher (i einen gegebenen endlichen Wert hat und v unendlich grofs 
ist, von einer Ausnahme abgesehen einem unendlich grofsen Werte von 



J 
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N entspricht Hierzu diene die nebenstehende Figur, in welcher der 
Endpunkt des Rotationsvektors auf der durch den Endpunkt der Kom- 
ponente (i gezogenen Parallelen zur Vertikalen in unendlicher Entfer- 
nung zu denken ist. Projizieren wir diesen Vektor 
»enkrecbt auf die Figurenaxe, so ergiebt flieh, 
unter il die Länge des Rotationsvektors verstanden, 
als Lauge der Orthogonalprojektion anf die Fi- 
gurenaxe r ^ ß C08 fr =• oo , so dafs auch die 
Impnlskomponente N unendlich grofs wird. 

Der augedentete Ausnahmefall ist der Fall 
p^O, in welchem die Wurzeln (a), (b) bez. den 
(durch Ä dividierten) Wurzeln n^, Hj gleich werden. 
In der Tbat sind unter der Annahme e ^ die 
Parallelkomponenten v und |U des Itotationsvektors 
zugleich Orthogonalkomponenten bezüglich der 
Vertikalen und der Figurenaxe. Dementsprechend finden wir dann aus 
(6) durch den Grenzübergang e = direkt die Wurzeln (a) und (b) 
wieder, nämlich 




w 5--=^. w 



■=.v = + co. 



Trotz des somit gekennzeichneten Unterschiedes möge es gestattet 
sein, auch die beiden Fälle regulärer Präcession, welche bei gegebenem N 
möglich sind, ebenso wie die beiden Fälle, welche zu einem gegebenen (i 
gehören, je nach der Grötse von n als langsame und schiielU^ Präcession 
zu bezeichnen. Da wir in Zukunft nicht mehr wesentlich auf die Prä- 
cessionskonstanten (i und v rekurrieren werden, so wird durch diese 
Zweideutigkeit der Benennung kein Mifs Verständnis entstehen.) 

2) äodann wollen wir de» Gremfall der Kreisetbewegung bei tm- 
atdlich wacksemlem n untersuchen. Während dieser Grenzfall, wie wir 
wissen, unter der Annahme t ^ mit der schnellen regulären Pm- 
cesaion zusammenfällt, welche alsdann ihrerseits in eine unendlich 
schnelle Präcession ausartet, ist er bei allgemeiner Anfangslage wesent- 
lich davon verschieden. 

Zunächst können wir aus unsem Kurven dritter Ordnung über 
diesen Grenzfall Folgendes schliefsen: Der zweite Begrenzungs kreis e' 
fällt sowohl beim starken wie beim schwachen Kreisel für m ^ oo 
mit dem Parallelkreise — c zusammen; in der That ist — c die Abacisse 
des auf dem unpaaren Zuge gelegenen unendlich fernen Punktes der Cy 

Jm GriiiefnU « ^= oo oacilliprt also die KreiselspUee um den Aqua- 
tar ••' 'fitteUage lumm, indem die Bahnkurve zwischen den Kreisen 
' -^ e tiuf Hiul ab schtei'fil-/. 



Die Gestalt der Bahn karre wird dabei änlBerst ein&ch. Zar 
Orientierung betrachten wir vorab einen Kreisel, Rlr welchen P ^ N^ 
ist, also einen Mihwerelosen Kreisel ohne Eigenimpuls. Die betr. Be- 
wegung gehört ( wegen N ^ Gj untier die Bewt^ngen des sphärischen 
Pendels; dabei li^ (wegen P ^ 0) der spezielle Fall vor, dafs die 
Wirkung der Schwere aufgehoben ist. Die Bahnkurve murs daher die- 
selbe sein, wie die eines einzelnen Massenpunktes, welcher keines 
üufseren Kräften ausgesetzt ist und gezwungen wird, anf einer Kugel- 
fläche zu bleiben. Dieser beschreibt aber auf der Kugel ersichtlich 
uinen grSl'sten Kreis mit konstanter Geschwindigkeit 

Wird nun P nnd N nicht gleich Null gesetzt, dafür aber der 
seitliche Anstofs n unendlich grofs genommen, so wird die Bahn der 
Kretselspitze dieselbe bleiben wie vorher. Es wird nämlich der Ein- 
flufs des Anfangsstobes den der Schwere and des Eigen im pulses völlig 
überwinden. 

Mit dieser Überlegung stimmt das Resultat der Rechnung überein. 
Lassen wir nämUch n anendlich grolw werden, so folgt aus den Glei- 
chungen (Ij und (2) von pag. 240 in erster Annäherung: 

Das Integral für t von pag. 238 vereiafacfat sich folgendermaDieu: 

fu, , AYi^^* f du AVT^^' . u 

(ö) / = — I -, -— -- = ■■ arcam — i 

hieraus folgt 



Es wird also die Änderungsgeschwindigkeit von u unendlich grofs. 
Gleichzeitig geht da.s Integral ftlr -^ von pag. 238 näheruogs weise über in 

der Wert desselben wird, wie man leicht verifiziert: 
(8') * = aresin (^—^ - - ^- J - 

p ^ cos &a machen, 



Diese Gleichung können wir, wenn wir it = 
einfacher so schreiben: 



(9) 



sin Vtg* = tgO 



richtig interpretiert, sagt sie aus, dafs die Kreiselspitze • 
Krns beschreibt. 
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Die KreiselspitZB bat nämlich im X TZ- System die Koordinaten 
X=¥=0, Z = \; 
ihre Koordinaten im xj/Ä-System werden daher nach den Subatitutions- 
fonneln (5) von pag. 19 

a; ^ sin # sin ^ , 



■■ — sin # c 



= cos # . 



Mithin kCnnen wir die Qleichung (9) unserer Bahnkurve auch so 
schreiben: 

3" = tg fri-iB . 

Dies ist aber die Gleichung einer Ebene durch 0, welche aus der Ein- 
heitakngel den vorgenannten gröfsten Kreis ausschneidet. 

Stellen wir insbesondere die Figurenaxe in der Anl'angslage hori- 
zontal, so geht unser grölster Kreis in den Äquator Über und wir 
haben wieder die unendlich schnelle regnlare Präcession des ersten 
Paragraphen, welche sich jetzt mit unserem Qrenzfalle confundiert. 

Die Verbältniaae der ersten Pan^aphen waren also insofern zu 
partikulär gewählt. Bei ailgenimner Anfangslage der Figurenaxe gi^t 
es evnscken der schnellen Fräcession tmd unserem GreasfaUe eine Folge 
von Übergängen, welche uns in den ersten Paragraphen entschlüpß ist 
Die hier erforderliche Ergänzung kann aber leicht angebracht werden. 

Wir stellen bierunter die Bahnkurven der schnellen Präcession und 
des Grenzfalles in den Fiifuren 44 und 45 stereographisch dar. Bei 
ersterer ist die Bahnkurve der Kreis 
u^e, bei leUterem der die Kreise 
M ^ -|" ^ """^ u = — e berührende stär- 
ker ausgezeichnete Kreis. 

Die Übergangs kurven zwischen bei- 
den haben folgenden Charakter. Der 
Begrenzungs kreis e' ew eitert sich bei 
wachsendem n allmählich, indem er, von 
seiner Lage in Fig. 44 ausgehend, den 
Äquator übersehreitet und sich asymp- 
totisch dem Kreise h = — e nähert. 
Die Bahnkurve, welche zwischen den 
Kreisen e und e' hin und her laufen muls, umschliefst : 
graphischen Projektion den erstehen T'^i«, während sie von dem 
letzteren umschlossen wird. AIb 9er Bahnkurven können 

wir etwa die Fig. 30 ansehen, wc' """e Kreis den fest- 

gehaltenen AuBgangskreig e, de- Bgskreis e' be- 

deuten würde. Die Spam i nimmt mit 




der stereo- 
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wachsendem n ab, bis sie ftlr n= no sich auf Null reduziert hat, 
so dafs die Bahnkurve einfach in sich zurückläuft. 

Neben den Orenzfall n = no bei endlichem N Htellt sich der 
Qrenzfall N =• 'Xi bei festgehaltenem », welcher sich ähnlich wie jener 
behandeln läfst. Wie erwähnt bleibt die Gleichung U, = bei Ver- 
tauHchung von n und N ung^ndert, so dafs wir in den Figuren 41 
und 42 der Ordinate v ebensowohl die Bedeutung N wie n bellten 




kOnnen. Hieraus folgt, daJs auch hei wachsendem N und featgehal- 
tenem ji der Begrenzunga kreis r' asymptotisch in die Lage — e über- 
geht. Die Kreiaelspitze osiiilliert also auch in diesem Grenzfalle mit 
unendlicher Geschwindigkeit zwischen den beiden Kreisen e und — « 
auf und ab. Nur bei horizontaler Änfangslt4i;e der Figxirenaze fallen 
die beiden Begrenzung skr eise zusammen, die Amplitude der Oacillation 
wird in der Grenze verschwindend klein und wir haben den in 
Fig. 28 dargestellten Typus der pseudoregulären Präcession. In alten 
anderen Fällen di^^egen wird die Bahnkurve in der Grenze N ^ oo 
ein weaentlieh davon verschiedenes Bild darbieten. 

Unter welchen Umständen bei allgemeiner Anfangslage der Figuren- 
axe der besonders interessante Fall der pseudoregulären Präcession zu- 
stande kommt, wird im nächsten Kapitel ausführlich darzustellen sein. 

3) Wir wollen Bchlielslich noch die Möglichkeit von Spitaen- und 
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Schlfi/cnhildut^ unteräuubeii. Die Balmkurve kann nur dann auf den 
Parallelkreiaen e oder e' mit Spitzen aufsitzen, wenn filr u ^ e oder e' 



aus, ebenso wie p^. 242, dafs die 
Spitzen au den Kreisen e und e' 

V - Ne'=0. 



-j5 3= wird. Wir schliefHen da 
du 

Bedingung fUr das Auftreteu von 

bez. lautet: 

„ — JVe = 0, 

Was den Ausgaugskrois e betrifft, so zeigt sich also, dafs für ein 
bostimmtes Verhältnis von n : N allemal Spitzenbildung eintreten wird. 
Im § 2 lag nur der besondere Fall vor, dafs dieses Verhältnis gleich 
Null war, dafs also, unabhängig von dem Werte des Eigenimpulses, 
Spitzeubildung immer dann auftrat, wenn der seitliche Änstofs gleich 
Null genommen wurde. 

Um auch das Auftreten von Spitzen an dem Begreuznngakreise e' 
bequem übersehen zu können, greifen wir wieder auf unsere Kurven 
dritter Ordnung zurück. Denken wir uns N festgehalten und n va- 
riabel (m = i')j ä" wird unsere obige Bedingung in der !(d- Ebene 
durch die Gerade 

r — A"« = 

dargestellt, welche die Berührungspunkte der Tangenten u ^ -j- 1 ver- 
bindet und in den Figuren 41, 42 strichpunktiert gezeichnet ist. Die 
Frage ist, ob diese Gerade die C, innerhalb des mechanisch gültigen 
Intervalles schneidet oder nicht. 

Zwei Schnittpunkte fallen in die Punkte « = + 1, v = -^N. 
Ihnen entspricht aber keine eigentliche Spitzenbildung, weil sich in 
diesem Falle der Begrenzungskreis e' auf einen einzelnen Punkt, den 
Nord- oder Südpol zusammengezogen hat. Was den dritten Schnitt- 
punkt betrifft, so zeigt der Anblick unserer Kurven unmittelbar, dafs 
er auf dem unpaaren Zuge liegt im Falle des starken, auf dem paaren 
Zuge im Falle des schwachen Kreisels. 

Bei )iem sticken Kreisel ffi^t es ddfter dtiett bestimmten ParaUel- 
Icreis e', auf welchen sich — bei festgehaltenem N und geeignet gewähltem 
n — die Bahnkurve mit Spitzen aufsetzt, hei dem schwaclten Kreisel 
giebt es keinen soldien Kreis. 

Wie wir sahen, entspricht die im ersten Paragraphen entwickelte 
Figurenserie 29 — 35 dem Falle eines schwachen Kreisels, so dafs iu 
diesen Figuren eine Spitzenbildung auf dem Kreise e nicht vorkommen 
konnte. Es zeigt sich jetzt Überdies, dafs das gleiche Vorkommnis im 
Falle des sehwachen Kreiseb auch bei beliebiger L^e des Anfangs- 
kreiaea e ausgeschlossen ist. Die frühere Figurenserie bietet insofern für 
den schwachen Kreisel ein hinreichend allgemeines Bild der Bahn- 
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H kurvenfolge. Es bleibt aber ooch die Aufgabe bestehen, beim starken 
H Ereiael die kontinuierliche Eiuordiimig der souben gefundenen Spitzen- 
^ft kurve in die Bahiikurvensene klarzusteÜL-n. Dies soll am Eüde dieses 
H Paragraphen geseheheu. Vorher wollen wir noch unseren Kurven 
^ftdritter Ordnung ein Kriterium ober das Auftreten von Sdileifen ent- 
^t Uehmen. 

H Wenn die Gleichung n — Nu = für m ^ p oder c' erfüllt ist, 

H ergiebt eich, wie wir eben sahen, Spitzunbildung, Ist aber diese 
H Gleichung für einen «wischen c und e' gelegenen Wert von w erfüllt, 
Hi BO läuft die Bahnkurve im stereographischen Bilde jedesmal, wo sie 
H> den so bestimmten Parallelkreis u überschreitet, in radialer Richtung. 
H- Alsdann folgt, wie pag. 24ä, das Vorhandensein von Schleifen. Geo- 
H: metrisch erkennen wir daher das Auftreten von Schleifen ao: Wir 
H- sieben unsere Parallele v = n zur Abacißsenaxe und schneiden diese 
H mit der Geraden v — Nu ^ 0. Liegt die Äbscisse des Schnittpunktes 
B «wischen e und e', so treten Schleifen auf, liegt sie aui'serhalb jenes 
H Intervalles, so sind Sclileifen unmöglich. 

V Wendet man diese Kegel auf die 6^ des schwachen Kreisels an, 

so sieht man sofort, dal's Schlei fenbildung nur in dem Intervalle 
zwischen der auf dem Ausgan gskreise c mit Spitzen aufsitzenden 
Kurve und derjenigen Bahnkurve auftreten kann, welche durch den 
höchsten Punkt der Kugel hindurchzieht Ein Beispiel hierfür bietet 
die Figur 32 von pag. 213. 

Dasselbe Intervall ist auch beim starken Kreisel durch Schleifen- 
bildung ausgezeichnet. Hier findet sich aber noch ein zweites Intervall, 
welches von dem Schnittpunkte der Cg mit der Geraden v — Nu ^0 
bis zu ihrem Berilhningspunlct mit der Geraden m = — l reicht. Als- 
dann befindet sich nämlich (vgl. Fig. 41) der Schnittpunkt von p ^ » 
mit der Geraden v — JVw = rechts von der C\ und füllt bei der 
Projektion auf die Abscissenaxe in das Gebiet ee'. Die betreffenden 
Schleifenkurven schliefsen sich nac-h der einen Seite an diejenige Bahn- 
kurve, welche sich auf den Kreia e' mit Spitzen aufsetzt, nach der 
anderen Seite an die Kurve, welche durch den Südpol der Einheits- 
kugel hindurchzieht, kontinuierlich an. 

Bei dem schwachen Kreisel imben tcir aho ein, bei dem siarJien 
\ zwei Intervalle mit Schlei fenbildung. — 

1 Wir wollen zum Schlüsse, wie bereits in Aussicht genommen, die 

I Bahnkurvenserie des ersten Paragraphen für den Fall des starken 

Kreisels dahin ergänzen, dafs wir den Übergang von der langsamen 
fc regulären PrUcession bis zu dem GrenzfuUe » ^ fx> durch die Fälle 

^^^^-jder Schleifen- und Spitzenbildung hindurch verfolgen. 



die Fälle 
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Wir gehen von der langsamen regulären Präcession aus, geben N 
einen festen, positiven Wert und lassen n abnehmen. Gleichzeitig mit 
n nimmt auch der Wert e' zunächst gleichförmig ab, wie aus Fig. 41 
ersichtlich. 

Die Bahnkurve beröhrt dabei im stereographischen Bilde den Aus- 
gangskreis von aufseu, indem sie ihn umschliefat, den zweiten Begrenzungs- 
kreis von innen. Für einen gewissen oben konstruierten Wert von n 
tritt an Stelle der Berührung des Kreises c' die Spitzen bilduug an 
diesem Kreise. Bei weiter abnehmendem n lösen sich die Spitzen in 
Schleifen auf Dieser Charakter der Bahnkurve bleibt bestehen, bis 
n den Wert — N erreicht hat, wo sich der Kreis e' auf den Südpol 
zusammenzieht und dementsprechend sein stereographisches Bild unend- 
lich grofs geworden ist. Von jetzt ab erweitert sich der Kreis e' 
wieder (d. h. er verengert sich im stereographisehen Bilde) und strebt 
asymptotisch dem Parallelkreise « = — e zu. Die Bahnkurve nimmt 
dabei mehr und mehr die in Fig. 45 verzeichnete einfache Gestalt an, 

§ 8. Über dio nnmerisobe Bereohnuzig der elliptlaalieii Integrale 
fOr t und ^i. 
Bei einem Probleme der Anwendungen, wie es hier vorliegt, dürfen 
wir uns nicht damit begnügen, die Möglichkeit der Rechnung in einem 
allgemeinen Schema darzuthun. Wir müssen vielmehr bis zur wirk- 
lichen numerischen Durchführung vorzudringen suchen. Während die 
älteren Mathematiker bis Gaufs und Jacobi incl. stets bemüht waren, 
ihre Resultate nicht nur durch konvergente, Sondern auch durch gut 
konvergente, praktikable Prozesse darzustellen, geht die augenblickliche 
Entwickelung der Mathematik vielfach dahin, die numerische Exekutive 
über Gebühr zu vemachläfisigeii. Demgegenüber möchten wir in der 
numerischen Durchführung einer Theorie geradezu den Sehlufsstein des 
Gebäudes erblicken, dem wir keine geringere Wichtigkeit imd kein 
geringeres Interesse beimessen, wie jedem anderen Bestandteile des 
Ganzen. Speziell sind wir bei Aufgaben, welche auf elliptische Funktionen 
führen, dank der hohen Entwickelung dieser Theorie, in der angenehmen 
Lage, die numerische Auswertung ohne alle Schwierigkeit bewerkstelligen 
zu können, wie sich in diesem Paragraphen zeigen wird. 

Es handle sich zunächst um ein Integral von der Form unseres t: 



'-Jw- 



in welchem U irgend ein Polynom dritten oder vierten Grades in u 

bedeutet. Wir setzen von U nur voi-aus, dal's die Wurzeln U=^0 reell 



260 IT. Dia allgemeine Beiregan^ des sehwereii sjmmetnsehen Kreiicla. 

sind. Man bezeichnet ein solches Integral als ein dUi)tisc}ies Lütgral 
erster Gattung, weil es sich stets auf diejenige Normalfonn bringen 
läfst, die Logendre ala „fonetion de premi&re espfece" eingeführt hat. 
Die BezeicIiDiing Überall endlichoa Integral, welche an das Verhalten 
Ton t in der komplexen Ebene anknüpft und somit die Integrale erster 
Gattung in fuuktionentheoreti scher Hinsicht charakterisiert, kann erat 
im sechsten Kapitel erläutert werden. 

Ihe Legenäresche Normalfürm des Integrals erster Gattung ist in 
de}- LigendrescJien Bezeichnung die folgende; 

hier heifst <p die Amplitude, k der Modul des Integrals; man aetst 
voraus ^ 93 ^ b/2, < ä < 1. Wird sin* ip ^ x gesetzt, so kSnnes 
wir auch schreiben: 

Fast alle Methoden, welche zur Auswertung der elliptischen Inte- 
grale erster Gattung angegeben werden, stimmen darin fiberein, dafs 
sie zunächst die Transformation des vorgelegten Integrales auf die 
Legendresche Normalform erfordern. Hiervon machen auch diejenigen 
Autoren keine Ausnahme, welche wie Schwarz*) und Halphen*) von 
der Weierstrassi sehen Theorie ausgehen und die Formeln der älteren 
Theorie in die Weieratrassischen Bezeichnungen übersetzen. So wichtig 
aber diese Theorie in theoretischer Hinsicht ist, so scheint sie doch 
nach der numerischen Seite über die ältere Theorie keinen eigentlichen 
Fortschritt gemacht zu haben. Wir möchten daher vorsehlagen, bei 
numerischen Fragen direkt auf die Legendreschen Bezeichnungen und 
Begriffe zurückzugreifen, anstatt sie jedesmal durch die WeierBtrasaischen 
zu umschreiben. 

Um die Transformation des Integrales (1) auf die Legendresche 
Normalform ausführen zu können, mul's man die Wurzehi der Glei- 
chung (/=0 aufsuchen. Wir beschränken uns auf den beim Kreisel 
vorliegenden Fall, dafs U ein Polynom dritten Grades ist, so dafs wir 
nur eine kubische Gleichung zu lösen haben. Diese Gleichung reduziert 
flieh sogar, da wir die Wurzel e als bekannt ansehen (vgl. pag. 239), 
auf die quadratische Gleichung f/, ^ mit den Wurzeln e' und e". 

*) Vgl. H. Ä, Schwarz; Fonaelo und LehraätKe zum Gebrauch der ellipti- 
Bclien Funk tio neu, uml Halphen: Thüorie dos fonotiooB elliptiquee, Bd. I. Kap.S. 
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Zu den so bestimmten Wm^eln e, e', e" müssen wir noch nach p&g. 226 
den „vierten Verzweigungspunkt" oo als gleichberechtigt hinzunehmen. 

Wir wollen etwa P > vorauasetaen und dann die Bezeichnung 
der Wurzeln e, e', e" so wählen, data ihre Reihenfolge, wie in dem 
Schema P> von pag. 226, diese wird: 

— l<e<e'<+ 1 <e"<oo. 

Die Überführung des Integrales fl) in die Form (2') läfst sich 
nun allemal durch lineare Tmnsfortnalion bewirken, d. h. so, dafs wir 
die neue In tegrations variable x gleich einer linearen Funktion der ur- 
sprünglichen u setzen. Gleichzeitig läfat sich stets erreichen, dafa die 
in (2'1 vorkommenden Grölsen x und k reelle Zahlen zwischen und 1 
werden. Die Transformationsformeln lauten dabei verschieden, je 
nacbdem das ursprüngliche Integrationsintervall in dem Gebiete ec', 
e'e" , . . . liegt. 

Handelt es sich z. B. um ein Integral in dem Intervalle ee' mit 
der unteren Grenze e und der oberen Grenze m, so können wir unsere 
Transformation so einrichten, dafs die Werte e, e', oo bez. in die Werte 
0, 1, oo übergehen. Alsdann verwandelt sich der zwischen e' und oo 
gelegene Punkt e" der H-Axe in einen zwischen 1 und oo gelegenen 
Punkt der ar-Axe, welchen wir I/A* nennen, wobei also h^ einen posi- 
tiven echten Bruch bedeutet. Gleichzeitig geht die zwischen c und e' 
gelegene obere Grenze u des ursprünglichen Integrales in die zwischen 
und 1 gelegene obere Grenze des neuen über. 

Die hierzu erforderliehe lineare Transformation lautet nun ersicht- 
lich folgendermafaen : 

woraus sich ergiebt 



Unser Polynom U, welchem wir die Form geben können 

[r=c»{M — e)(e'— «) (e"— i(), 
unter c* den KoefSzienten von w', d. h. —j- verstanden, ge 
fQlirung von x in den folgenden Ausdruck Über 



Das ursprüngliche Integral 



_c' (<;■-«)' 



:(!_;,) (l-ft*:,). 



J Vu <^Jv^ 
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nimmt daher die Gestalt an: 



ibweren lynunetnBOlieii t 



(3) ( 



wo die Amplitude ip und der Modal k die folgende Bedeutung haben: 

(3 ') y = arc sin 1/ — .-^— , A = 1/ ,i_ , 

und wo ¥{k, 90) das in (2) definierte Legendre»che Integral ist. Das 
Vorzeichen von ( hängt davon ab, in welcher der in Fig. 38 von pag. 226 
HchematiecL dargestellten tlberi] eckungen wtr die Integration ausführen 
wollen. 

Handelt es sich andrerHeit» um ein Integral, dessen obere und 
untere Grenze in dem Gebiete ( — 00 e) golden ist, so wollen wir die 
Tranefonnationsgleichung zwischen u und x so einrichten, dafe die 
Punkte — OD, e. e" bez. in die Punkte 0, 1, ao ilbergefilhrt werden. 
Wiedenun entapricht dann dem zwischen e und r" gel^enen Punkte c' 
ein zwischen 1 und c» gelegener Wert von .c, welchen wir l/i'' nennen, 
80 dafs auch li"* einen positiven eehten Bruch bezeichnet. 

Die lineare Transformation, welche die gewünschte Überführung 
leistet, wird jetzt offenbar: 



so dafs wir für W* folgenden Wert erhalten 



Ersetzen wir jetat m in dem Ausdrucke XJ durch x, so wird 

p__c*(e — «)(e'— tt)(e"— u): c'(e"- e)' '"~^"'. 



Infolgedessen ergiebt sich, wenn etwa — 00 die untere, u < e die ober« ] 
Grenze des ursprünglichen Integrals ist: 



die Amplitude tp und der Modul l' sind dabei nach dem Vorstehenden 1 
folgendermafsen bestimmt: 



91 ™ arc sin 1/ .._ , k 
Beide Gröfseu genügen wieder den oben gestellten Bedingungen: 
0<y<-"-, 0<ft'<l, 
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; (3') definierten Modul k durch 



Der Modul W, welcher mit dem i 
die Gleiehiin^^ /,» ^_ jt's = i 

zusammenhängt, heilst ilbrigena „der zii k komplementäre Modul". 

In ähnlicher Weise gelangt mau immer zum Ziele, wie auch das 
ursprüngliche IntegratiouaintervaU zwischen den Punkten e, e', e", oo 
gelegen sei, wobei wir nur voraussetzen, dafs ea keinen dieser Punkte 
in seinem Innern enthalte, in welchem Falle wir das Intervall iu Teil- 
intervalle zerlegen miil'sten. Die allgemeine Regel zur Herstellung der 
jedesmal geeigneten Transformationsfonneln ist folgende: 

Man setze auf der u-Äxe einen bestimmten DurddoMfun^ssinn fest 
umt ordne die bei<lcn YerzweigungsptifJttc , innerhcdh deren das ursprüng- 
liche Integrationsinienxül liegt, in der B/eikmfolgej welcJie dem Durch- 
la/Orfungsaina entspricht, den Punkten und -(- 1 zu. Sodann gehe man 
längs der wÄxe, die man sich im Unendlichen geschlossen zu denken heU, 
im fe^gesetzten Sinm ühcr ■ das Integrationsgebiel kinmis und ordne den 
übemächsten Vcrtwdgangspankt, auf den man dieser Verabredung zufolge 
stöfst, dem Punkte ao eu. Es läfst stcA dann immer eine lineare Trans- 
fonnaiion ewischen u und x ang^ien, wddie die genannte Zuordnung leistet. 
Dieselbe verwanMi den vierten Versweigutyspunkt, über dessen Zuttrdmmg 
wir noch nicht disponiert haben, nottcendig in einen Punkt, welcher av^ 
der x-Äxe sunsehen -\- 1 und -f~ '^ Hsgt; alle Punkte des urspränglichen 
Integrationsg^etes entspreciten gleichzeitig Werten von x, welche zwischen 
und 1 enthalUm sind. 

Übrigens läfst sich die Zuordnung der M- und x-Axe in dieser 
Weise immer noch auf zwei Arten herstellen, indem ja in unserer 
Regel der Durehlaufungssimi der u-Axe willkürlich blieb. 

Wir wollen noch für vier spezielle Integrale t, welche im sechsten 
Kapitel eine wesentliche Rolle spielen, die betreffende Transformation 
auf die Legeudre^sche Normalform hinschreiben. Es sind dieses die 
folgenden Integrale: 



-/ 



' yü' 



' VTT' 



ib = 



' yü 



Das erste derselben haben wir schon im dritten Paragraphen be- 
trachtet, es giebt die Zeit an, welche die Kreiselspitze braucht, um 
einen Halbbogen ihrer Babukurve zu durchlaufen. Die übrigen haben 
keine mechanische Bedeutung im elementaren Sinne. 

Es ergeben sich nun aus den Gleichungen (3) und (4) bez. aas 
unserer allgemeinen R^el die folgenden Ausdrucke für unsere vier 
Integrale: 
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b = MF(y, ,p,), 
wo die Zeichen M, k, !•', tf„, q>h die folgende Bedeutung hiihon: 

ip^ ~ &rc Biny ^ ^ ^. , rp,, = arc sin"[/ ^ - ;. ~^! - ^~'' - - 



(5) 



(5') 



<f 



Die Aufgabe, ein beliebiges elliptisches Integral erster Gattung 
numerisch auszuwerten, ist somit reduziert auf die einfachere Aufgabe, 
den Wert des Legendreschen Integrales F(k, <fi) zu finden. Die ver- 
schiedenen Wege, welche hierzu föhren, sollen in Kürze namhaft ge- 
macht werden. 

1. Der nächstliegende Weg wäre, der, die Quadratwurzel unter 
dem Integralzeichen nach dem binomischen Lehrsatz in eine Reihe zu 
verwandeln und die Integration gliedweise auszuführen. Die Reihen, 
zu denen man so gelangt, sind aber bei einem von Null einigermaläen 
verschiedenen k* nicht hinreichend bequem. Um ihre Konvei^nz za 
verbessern, müfste man diese Methode mit der sogleich zu nennenden 
zweiten kombinieren, wie solches in der That bei Schwarz*) durch- 
gehende geschieht. 

2. Eine theoretisch und praktisch gleich schöne Methode besteht 
darin, die Integrations variable einer quadratischen Transformation von 
solcher Beschaffenheit zu unterwerfen, dafs das Integral erster Gattung 
in ein ebensolches, nur mit verändertem Modul und transformierter 
Amplitude, übergeht. In erster Linie ist hier die sog. I^andetische 
Transformation zu nennen. Der transformierte Modul k^ wird dabei ein- 
fach gleich dem Verhältnis des geometrischen zum arithmetischen Mittel 
aus dem Modul h und der Zahl 1; man bat also: k^ = 2ykl{\ -|- it). 
Durch fortgesetzte, geeignete Anwendung dieser Transformation wird 
man auf eine Serie von Moduhi i,, ftj, k^, . . . (eine „Modulleiter") ge- 
führt, deren einzelne Tenne unaufhörlich zunehmen und sich dem 
Werte 1 nähern. Im umgekehrten Sinne ausgeführt, liefert abo die 
Landensche Transformation eine nach abnehmende Modulleiter. Ist 
aber auf solche Weise der Modul des elliptischen Integrales genügend 
klein gemacht, so wird die Integration in einfachster Weise auBführbar. 
In der That haben wir, unter k„ einen genügend kleinen Modul, unter 

, den zugehörigen transformierten Wert der Amplitude verstanden, 

•) Vgl. e. B. Art, 48 der Formelsamnilong, 
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direkt: F{k„, gj,) = qj„. Diese Mothoie ist von Legendre mit grofaem 
Erfolge zur Berechnung seiner Tafeln gehaiidhabt worden. 

Die sogenannte Methode des arithmetisch-geometrischen Mittels von 
Gauß*) ist von der vorgenannten nicht wesentlich verschieden; sie 
zeichnet sich vor jener nur durch formal gröfsere Eleganz aus. 

Statt der quadratischen kann man auch Trmisformationen hinterer 
Ordnung zur numerischen Berechnung der elliptischen Integrale ver- 
werten, wie solches zum eratenmale von Jacobi**) durchgeführt 
worden ist. 

3. Eine dritte Methode beruht auf der Umkdir der elliptischeii 
Integrale und auf der Einführung der &-FunJitio)ien. Sie führt, ebenso 
wie die vorige Methode, sehr schnell zum Ziele, kann aber an dieser 
Stelle noch nicht besprochen werden.***) 

4. Man könnte femer daran denken, die elliptischen Integrale 
direkt durch mechanische Quadratur, eventuell mit Zuhülfenahme eines 
Integration sapparates auszuwerten. Dieses Vei-fahren bietet den Vorteil, 
auf beliebige elliptische Integrale direkt anwendbar zu sein und 
macht die Transformation auf die Nonnalform überflüssig. Andrerseits 
verlangt dasselbe aber die Berechnung oder Zeichnung der Gröl'se 
— — bez. — = für eine irrÖfsere Reihe von Punkten des In- 

yi — t' sio'v YW 

t^ratiousintervalles. Hierdurch wird der genannte Vorteil reichlich 
aufgewogen, so dal's diese Methode mit den übrigen kaum wird kon- 
kurrieren können. 

5. Eine letzte Methode, welche wir ganz besonders empfehlen 
möchten, besteht darin, überhaupt nicht zu rechneu, sondern die 
Legendreschen Tafelnf) nachzusehen. In der That werden wir uns 
dieses schönen Hülfsmittels ebensowenig entschlagen wollen, als wir 
den Logarithmus einer Zahl anders wie aus den Logarithmentafeln zu 
finden gewohnt sind. Der Gebrauch der Legendreschen Tafeln ist sehr 
bequem. Man hat nur nötig, von dem Modul /; zu einem Winkel 6 
mittels der trigonometrischen Tafeln überzugehen, welcher sich aus 
der Gleichung /: = sin bestimmt. Dann findet man für alle vollen 

•) Gaufs: Ües, Werke, Bd. CI, pag. 361 u, ff. 

'*) Jaeobi; Gee. Werke, Bd. 1, pag. 31; man vergl. aach Klein-Fricke, 
Modulfunktionea , n pug, 111. 

***) Ausführlich dargegtellt von Schellbach: Die Lehre von den elliptiachen 
Integralen und den Thctafimlrtionen, Berlin 1804, namentlich lu vgl. 1. Abteilong, 
4. Abschnitt. 

t) Bd. II des trait^ dea fonctions elUptiques, Paria 1626, pag. 884—363 u. 
pag. 23a — 245. Ea w^re aehr KU wünachen, dafs diese heutzutage ziemlich seltenen 
Tafeln durth Neuabdruc:k leichter xugtLnglich gemuuhl würden. 
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Orade von 9 und (p zwischen und 90 den Wert von ^"(8111 ö, 91) 
auf Decimalen genau in den Tabellen. Die sogeuaniiten vollständigen 
Integrale erster Gattung, d. h. die Werte von Fis'mQ,^) sind Ton 
Legendre sogar noch genauer herechnet. Neben den Integralen erster 
Gattung geben die Tafeln auch die sogenannten Integrale zweiter Gattung 
E{k, 9)) an, auf deren Definition wir hier nicht einzugehen brauchen. 
Hiemach wird man auf eine der vorgenannten Methoden nur dann 
zurückzugreifen gezwungen aein, wenn ea sich um die Auswertung 
eines Integrales erster Gattung mit komplexen Grenzen oder mit kom- 
plexem Modul handelt. 

Als Beispiel berechnen wir in diesem Sinne etwa die Zeit, welche 
dio Kreiselspitze in den Figuren 24 bis '2H gebraucht, um von einem 
tiefsten Punkte ihrer Bahn bis zu dem niichstfolgenden höchsten Punkte 
zu gelangen, d. h. den Wert der halben Periode a. 

Während wir in jenen Figuren früher F = — 1 voraussetzten, 
nehmen wir, um unsere letzten Formeln direkt anwenden zu können, 
P= -|- 1, müssen dafür aber (nach pag. 251^)) die anf pag. 243 ange- 
gebenen Werte der Gröfse e' im Vorzeichen umkehren. Überdies wür- 
den dieue Werte jetzt, da sie die kleinste der in Betracht kommenden 
Wurzeln von f ^ darstellen, mit e zu bezeichnen sein. Die zweite 
Wurzel entspricht dem in allen jenen Figuren als Grenzkreis auftreten- 
den Äquator, so dafs wir haben: e'= 0. Die noch fehlende Wurzel e" 
ergiebt sich darauf aus der quadratischen Gleichung f/, =0, welche 
in unserem Falle (vgl. pag. 240) die einfache Gestalt annimmt 

uN^-\-2AP{l-u^) = 0. 

Setzen wir hier P^ 1 und wie frflher auch .;! ^ 1, so ergiebt sich 

u'—^uN'—l^O. 

Diese Gleichung zeigt, dafs e" einfach das Reoiproke der uif 
pag. 243 angegebenen Wurzel wird. Hiemach sind die in Gleichung (ft) 
vorkommenden Gröfsen M, sowie k und der zugehörige Winkel sehr 
leicht zu berechnen. Den Wort von lg Flk, -^) entnehmen wir als- 
dann der Tafel I von Legendre und berechnen die gesuchte Gröfse in 
nach Gleichung (5). Das Resultat stellen wir in der folgenden Tabelle 



zusammen. 




i 
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^=1 P 1, H = 0, e'=0. 



Fig. 
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Wir Beben hieraus , dafs die Durchlaiifujigsdauer des einzelnen 
Halbbogens bei wachsendem N fortgesetzt abnimmt, bis sie in Fig. 28 
den "Wert erreicht. Wenn wir an der Verabredung festhalten, dafa 
die Werte von A, P. n und N im absoluten Mafssystem aufzufassen 
sind, so bedeutet der angegebene Wert von to Sekunden. 

Wichtiger noch als die Beziehung zwischen t und w ist für uns 
die Abhängigkeit zwischen (i und m, weil uns diese direkt die Gestalt 
der Bahnkurve liefert. Wir haben uns daher weiter über die Be- 
rechnung des eliiptisehen Integrales ^ zu orientieren. 

Um auch hier an Legendre anknüpfen zu können, wollen wir ^ 
durch die sogenannten Normalintcffrale dritter Gattung von Legendre 
ausdrücken. Sein Normalintegral dritter Gattung definiert Legendre 
folgendermafsen : 



X\{k,^,,p) 



-fr- 






yr- 



Die Grölae p, welche bei Legendre als reell vorausgesetzt wird und 
welche übrigens, damit das auf reellem Wege genommene Integral einen 
Sinn hat, nicht zwischen + 1 und + oo liegen darf, heilst der Vara- 
tncier des Integrales. 

Wir wollen zeigen, dafs sich ^ als lineare Kombination zweier 
Normalintegrale dritter Gattung darstellen läfst. 

Zu dem Zwecke zerlegen wir zunächst den unter dem Integral- 



zeichen vorkommenden Faktor 



so dafs wir erhalten: 



in Partialbrüche, d. h. wir setzen 



i_ ( n.+ N , n — JV ^ 
ä.4 \l -I- « ~r I — «y 



2ß8 TV. Dio aUgemeine 1 



au sctnreren ejmmetriscbcn KreiMla. 






Ferner werden wir die GrÖfse 
Transformationen auf die Form - 



yrr 



durch eine der oben 



. , - bringen. Wir können 

uns dabei auf den Fall beschränken, dafs die ursprQnglicbe Integrations- 
variable in dem Gebiete cc' verläuft. Alsdann haben wir diejenige 
Transformation anzuwenden, welche oben zu der Gleichung (3) führte, 
wir haben also die neue Integration^ variable x durch die Gleichung su 
deBnieren : 



Hieraus ergiebt sich 

l±« = (l±e) + {c' — c)a^, 

während sieh gleichzeitig die Gröfse — = ebenso transformiert, wie in (3). 
Der Ausdruck von ip wird daher: 



'V~r. 



: r ! 

!>J 14-, + (,•_, 



.-N-./ -—Ä r_ 



« yx{l — a;)(l— 1»«) 
dx 



-(.■-.)« y«(i-i)(i-t'.) 

um von Hier aus die Legendreache Normalform herzustellen, hüben 
wir nur x = sin* ip zu setzen und bezw. 1 -j- e oder 1 — c aus dem 
ersten oder zweiten Integrale herauszuziehen. Dann erffiehl .^kh direkt 
it> als lineare Kombination zweier Nortitalintei/rale in (fcr Form 

* - c,n(t, y, ji,)+ c,n(t. ^,j..), 

wo die Gröfseu k, tp durch die früheren Gleichungen (3') definiert sind 
und wo die C,, Cg, p,, p^ die folgende Bedeutung haben: 






irif"-t)' 



„ n-N-./ S 



ft — - 



ft -r 



t 



+ e' 

Eb würde also des Weiteren nur noch nötig sein, die numerischen 
Werte der Legendreschen Normalintegrale dritter Gattung auf mög- 
lichst einfachem Wege zu finden. Leider gieht es und kann es zu 
diesem Zwecke keine Tafeln geben. Da nämlich der Wert des Inte- 
grales T\{k,ip,i>) von drei veränderlichen Oröfsen abhängt, mUTsten 
die in Bede stehenden Tafeln Tafeln mit dreifachem Eingange sein. 
Solche Tafeln lassen sich aber nur mit unverhältnismäfsiger Mühe be- 
rechnen und überhaupt nicht drucken. 
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Immerhin kÖnneD wir auch hier aus den Legendreaeheii Tabelleti 
Nutzen ziehen, wenn wir uns auf die Berechnung der sog. „vollständigen 
Integrale dritter Gattung" UUc, y, ;)1 beaehränken, was Itlr unsere 
Bahnkurven bedeuten würde, daTs wir nur nach der Spannweite 2^u, 
der einzelnen Teilbögen fragen und auf die Konstruktion der einzelnen 
Kurvenpunkte verzichten. Wie nämlich Legendre*) gezeigt hat, lassen 
sich seine vollständigen Integrale dritter Gattung allemal auf Integrale 
der ersten und zweiten Gattung reduzieren, welche in ihren oberen 
Grenzen den Parameter p enthalten nud welche zum Modul teils den 
Modul A des Integrales TT, teils den komplementären Modul haben. Da 
wir mm die Werte der Integrale erster und zweiter Gattung in den 
Tafebi direkt nachsehen können, so gestatten diese Keduktionsforraeln 
die vollständigen Integrale dritter Gattung und mithin auch die Grofse 
von ip^ verhältnismäfsig schnell zu finden, von deren Wert die Gestalt 
der Bahnkurve in erster Linie abhängt. 

Auf diesem Wege sind die Spannweiten der TeilbSgen in den 
Figuren des ersten Paragraphen berechnet worden.**) Auf die Aus- 
führung dieser Rechnungen, sowie auf die eigentUche Bedeutung der 
Reduktionsformeln wollen wir indessen an dieser Stelle nicht eingehen, 
da wir im sechsten Kapitel die oben unter (3) genannte Methode aus- 
führlich behandeln werden, welche jedesmal beliebig viele Punkte der 
Bahnkurve auf kürzestem Wege zu finden lehrt. 



§ 9. Über angenäherte Bereclmuiig der Kreiaelbahnen. 

Der Gegensatz zwischen angenäherter und genauer Rechnung ist 
im allgemeinen kein scharfer. Jede numerische Rechnung wird, sofern 
es sich nicht zufälhg um rationale Zahlen handelt, immer nur bis zu 
inem gewissen Grade der Genauigkeit durchgeführt. Der Gegensatz sollte 
igentliuh nicht heU'sen: „Genaue und angmiäiertc Berechnung", sondern 
elmehr „Rechnung mit heliebiger wul mit begrenzter Annähenmg", 
Während die Berechnung der elliptischen Integrale nach den Methoden 
des vorigen Paragraphen, (sofern wir nicht gerade die Legendreschen 
Tafeln benutzen), bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit ge- 
trieben werden kann, werden wir die jetzt auseinanderzusetzenden 

•) Vgl. den ersten Band dos Tratte, Kap, 23, wo je nach dem Werte des 
Parameters drei verBchiedcue Reduktionsformebi ttufgestellt werden, sowie auch 
das oben gemmntB Buch von Schellbach, Abt, 1, Abschn. 10. 

'*) Ich habe mit Dink zu erwähnen, daJs ich bei liieaer Berechnung durch 
Ilrn, stud, math. Blumcnthal in ausgiebiger Weise unterstützt worden bin. 

A. Sommerfeld. 
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Methoden nicht soweit führen, dafa sie eine beliebige Verschärfung 
ohne Weiteres zulassen — ein Verfahren, welches sehr häufig in prakti- 
schen Anwendungen Platz greift. 

Sollen derartige Metboden von begrenzter Genauigkeit einen wirk- 
liehen Wert haben, so mÜMseo wir vor allem fordern, dafs wir den 
begangenen Fehler abschätzen können. Dieser Forderung werden wir 
im Folgenden genüge leisten. Zeigt es sich nun, dafs der Fehler unter- 
halb der für den vorliegenden Zweck zulässigen FehliTgrcnze liegt, ao 
wird uns unsere angenäherte Berechnung dieselben Dienste leisten, wie 
eine beliebig genau zu gestaltende. In der That werden wir später 
die interessantesten Fälle der Kreiselbewegung gerade mit den jetzt zu 
betrachtenden Metboden von begrenzter Genauigkeit behandeln. 

Wir betrachten zunächst das elliptische Integral erster Gattung 



J Vu' 



: 



welchem wir (vgl. pag. 261) die Fonu geben können 

Dabei setzen wir, wie im vorigen Par^raphen, voraus 
P>0 und ^l<e<e'< + 1< e". 

Die Variable w ist während der Integration zwischen die Grenzen 
e und e eingeschränkt. Jedenfalls wird daher 

e'—e<c"—ti<ti"~r. 

Der Integrand ist positiv, solange sich M in der oberen Überdeckung 
der M-Axe befindet. Indem wir nun für e" — u den zu kleinen Wert 
c"— e' oder den zu grofaen r" — e einsetzen, vergröfsem oder ver- 
kleinern wir den Wert des Intqjrales. Wir haben daher, solange wir 
die Int^rations variable den Verzweigimgspunkt e' nicht ülterschreiten 
lassen ; 



-•• -e-JyiT- 



du 



Die zuletzt hingeschriebenen Integrale lassen sich leicht trigono- 
metrisch iiusfilhren. Wir setzen etwa zu dem Zwecke: 
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Hier bedeutet e den halben Yertikal&batand der beiden Begreiizunga- 
kreise, innerhalb deren die Bahnkurve verläuft; m„ bestimmt denjenigen 
Parallelkreis, dessen Ebene iu der Mitte liegt zwischen den Ebenen 
der Begrenzungs kreise, oder, wie wir kurz sagen wollen, den „mittleren 
Parallelkreis der Bahnkurve". Ä mifst den Abstand der Kreiselspitze 
von der Ebene dieses mittleren Parallelkreiaes. Wir erhalten daraufhin 

(3) 
und 



fr 



Hithin wird nach (1) 



= « + «, 

- r-J 

.1 V'' 



' arc «in y < ]/y? (( — (,) < 



V7- 



WO t„ = ä^l/^-p gesetzt ist. Zählen wir im Folgenden die Zeit von 
demjenigen Momente an, wo die Kreiselspitze durch den mittleren 
Parallelkreis Ug hindurchgdit, so könaen wir statt t — /„ einfacher t 
schreiben. 

Wir haben also zwei Grenzen gefunden, zwischen denen die (so 
gezählte) Zeit t liegen mufs, nämlich die untere Grenze 

l/ -1 ■ Ö 



v..^. 



Die fraglichen Näherungsformeln erhalten wir 
wir für t einen zwischen diesen beiden Grenzen : 
Wert substituieren. 

Wir ersetzen etwa in den vorigen Formeln ye^ 
durch den mittleren Wert ^e" — «^ und schreiben: 



einfach, indem 

ittleren 



- e und "j/ft" - 



w 



=1^ 



F <e" — u ) e 

Wir wollen vor allem den Fehler abschätzen, den wir hierbei be- 
gehen. Derselbe heifse r und werde in Bruchteilen des ganzen Wertes 
von ( berechnet. Sieher wird t, vom Vorzeichen abgesehen, kleiner 
als die Differenz unserer beiden Grenzwerte, dividiert durch den kleineren 
von ihnen. Wir haben also 
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\'l<- 



V^ 



l'l<l/^-l- 



oder 

(5) 

Die so gefundene obere Grenze für den „relativen" FeUi 
hängt enge mit dem LegeodreBchen Modul k den elliptischen Integrales ( 
zuBanunen. Nach Gleichung (5') des vorigen Paragraphen ist nämlich 



mithin gilt 
(8) 



l'K- 



ise können wir unsere Naherungsformel <lazu benutzen, 
lim die Zeitdauer a zu berecLueu, welche die Kreiaelspitze braucht 
um von dem unteren Parallelkreise n^r bez. ä^~ r bis ku dem oberen 
u = p' bea. ff = i zu gelangen. Aus (4) ergiebt sieh der NaheningBwert 



-kS 



P(«"-«,) 

Wollen wir gleichzeitig den Genauigkeitsgrad dieser Formel zum 
Ausdruck bringen, so können wir schreiben, unter % einen unbekannten 
echten Bruch verstanden: 



(70 



^f^^ 



i+{ 



^-01- 



Wir wollen uns schon hier mit einem Gedanken vertraut machen, 
der erat im sechsten Kapitel zur vollen Geltung kommen wird. Offenbar 
ist es vom analytischen Standpunkte aus bequem, in Gleichung (4) 
von der (unendlich vieldeutigen) Arcus -Binus- Funktion zu der (ein- 
deutigen) Sinus -Funktion überzugehen. Dies entspricht auch durchaus 
dem Sinne des mechanischen Problems, bei welchem man doch wün- 
schen wird, die Lage des Kreisels als Funktion der Zeit, statt um- 
gekehrt die Zeit aus der Lage der Kreiselspitze zu berechnen. Wir 
werden also die Gleichung (4) mnl-ehrcn, indem wir 6 bez. n als er- 
plicite Funktion von t ausdrücken. Wir bekommen so: 




AV" 



i'i 
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Die entsprechende IJmkehrung der arsprünglich gewonnenen unend- 
lich vieldeutigen Integrale werden wir später auch an unseren ellipti- 
schen Fortnein vornehmen. 

Unter besonderen Umständen kann es eintreten, dafa der oben be- 
stimmte Fehler t sehr klein wird. Uanii leisten uns unsere Näherungs- 
formeln dieselben Dienste wie die früheren exakten Gleichungen. Die 
Umstände, unter denen dieses stattfindet, lesen wir aus der Ungleichung (5) 
ab: £s muTs entweder nahezu e = e' oder es mufs e" sehr grofs werden. 
Beide Möglichkeiten zusammenfassend, können wir sagen: es müssen 
5on den vier Verzweigungs punkten e, e', e", oo entweder die beiden 
ersten, oder die beiden letzten einander sehr nahe rücken. 

Die erste Möglichkeit tritt ein, wenn wir von der regulären Prä- 
cession, bei welcher e' genau gleich f: wird, durch eine kleine Ab- 
änderung der Integration» konstanten zu einer wenig davon verschiedenen 
Bewegung übergehen. Solche „der regulären Präcfssion benachbarte 
Betcegungim" sollen im ersten Paragraphen des nächsten Kapitels be- 
handelt und durch Näherungsformeln im Sinne dieses Paragraphen 
dai^esteUt werden. Ebendahin gehört auch die Bewegung des „auf- 
rechten Krdaelsf' im stabilen Falle, bei genügend kleiner äufserer Störung 
(vgl. § 4 und 5 des folgenden Kapitels). 

Um zu entscheiden, wann die zweite Möglichkeit, der Fall eines 
sehr grofsen Wertes von e", eintritt, wollen wir e" durch unsere Inte- 
grationkonstanten n, X u. s. w. ausdrücken. 

Da e und c" als Wurzeln der quadratischen Gleichung ?7i ^ 
bestimmt wurden, ergiebt sieh der Wert von e' -\- e", wenn wir den 
negativ genommenen Koeffizienten von u in dieser Gleichung durch 
den von w* dividieren. Wir finden also aus Gleichung (2) von pag. 240 

(9) 



-2nNe 



2AP{1 ~ O 

Dieser Wert wächst im allgemeinen mit wachsendem » und N, 
sowie mit abnehmendem P. Es möchte zunächst so scheinen, als ob 
auch im Falle e gleich oder nahezu gleich + 1 der Wert von e" un- 
endlich bez. sehr grol's würde. Dem ist aber nicht so, weil alsdann 
gleichzeitig mit dem Nenner auch der Zähler verschwindet. Es be- 
deutet nämlich der Zähler geometrisch das Quadrat der Verbindungs- 
linie zwischen dem Endpunkte der lm{)ulskomponente n und der Impuls- 
komponente N in der Anlangslage « = c. Ist nun e ^ +1> ^o wird 
diese Verb indungss trecke ersichtlich gleich Null. 

Mithin wird e" nur dann sehr grol's, wenn eine der Impulskom- 
ponenten n, N sehr grofs wird, oder, genauer ges^t, wenn das Quadrat 
einer dieser OrÖfsen im Verhältnis zu der gleichbeuanuten GrÖfse AP 
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eine sehr beträchtliclie Zahl darstellt. Dies war pag. 253 u. fiF. bei Unter- 
suchung der Gretizfäüe b = oo, N^cto der Fall. Wir aeheu daher 
jetzt den Grund ein, weshalb wir in jenen Grenzfällen die Darstellung 
der Bewegung durch elliptiache Integrale entbehren konnten; es würde 
nunmehr auch leicht sein, den Fehler t in den früheren Annäherunga- 
formeln genauer abzuschätzen. 

Die von uns sogenannte „pseudoregidÜre Pracession^' können wir 
ebenBOwohl der ersten wie der zweiten der auf voriger Seite unter- 
schiedenen Möglichkeiten zurechnen. Bei dieser Bewegung, die gleich- 
falls im nächsten Kapitel untersucht werden soll, wird daher die An- 
wendung unserer Annäberungaformehi ebenfalls nur einen sehr geringen 
Fehler ei^ebeu. 

Alle diese Einzelfälle sind vom Standpunkte der elliptischen Inte- 
grale dadurch charakterisiert, dafs nach (:i) der komplementäre Modul k' 
nahezu gleich 1, d. h. der Legendresche Modul k selbst nahezu gleich 
Null wird. Dais wir in einem solchen Falle die Theorie der elliptischen 
Integrale entbehren und die Bewegung mit grolser Annäherung durch 
elementare Funktionen darstellen können, ist nach dem vorigen Para- 
graphen von vornherein klar. Bei verschwindendem Modul k gebt 
nämlich das Legendreache Normalintegral F{k. <p) (a. Gleichung (2) 
von pag. 260) direkt in den Wert der Amplitude rp über, wobei sich 
9 mittelst der ursprünglichen Variabein m bez. iJ als ein ArcuB-8inua 
ausdrückt. Dies entspricht genau der im Vorstehenden gegebenen an- 
genäherten Darstellung der Bewegung. Der Fortachritt der jetzigen 
Betrachtung besteht lediglich darin, dala wir nunmehr bei nicht ver- 
schwindendem k die GrSfse des Fehlers in unsern Annäherungsformeln 
nach (6) durch die GrÖfae von k abschätzen können. 

Wir mögen hier noch einmal an die oben geschilderte Berechnung 
der elliptischen Integrale nach der Methode von Legendre oder Gaufs 
Wie erwähnt, beruht diese Methode auf der fortgesetzten 
Anwendung gewisser quadratiacher Transformationen, welche den Er- 
folg haben, den Modul des Integrales succesaive zu verkleinem. In 
einem derjenigen Fälle nun, wo unsere Aiinäherungsformeln nur einen 
geringen Felder ergeben, wird die Anwendung jener Transformationen 
überflüssig, indem der Modul von vornherein so klein ist, dafs wir ohne 
erheblichen Fehler die Integrale direkt auf elementarem Wege auswerten 
können. 

Bei den oben genannten ^HxialfäUett der pseudorefftdären Präwssitm, 
der aufrechten KreiseB>&cegung m, s. w., liegt also von selbst derjenige 
Grenefaü vor, den Gaufs und Legendre durch genügend Mafige An- 
tcmdung ihrer Transformationsmethoden zu erreicfien streben. 
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Aufaer den Näheniiigsformeln für m werden wir solche für V 
brauchen. Wir habün dabei von der Glleichnng (6) von pag. 238 aua- 
zngeheii : 

Die rechte Seite zerlegen wir praktiBcher Weise in PartialbrOche, 
wie bereits pag. 267 geschehen und erhalten: 

(II) 






SJ(l~l.) 



Hier setzen wir, wie in Gleichung (2) von pag. 270, M ^ «o + J und 
nehmen mit dem Äuadrucke (1 +(Ho -f- d))"' eine identische Umformung 
»or. Es gilt, wie man leicht bestätigt: 



Gleichung (11) geht daher über in 



C12) 



^ 2^{1 + uj "1" 2^(1 — «,) \a^(l+M„)* 2.4(1 — MjV 



i2i^ + "-^B_) 



Sodann führen wir für 8 den Näherungswert aua Gleichung (8) 
ein. Wir haben, wenn wir die Genauigkeitsgrenze r in unserer Formel 
zum Ausdruck bringen: 

j _ „in (|/lZ25=^a± »')'!• 

Hierfür schreiben wir auf Grund des Mittelwertsatzes bez. der mit 
dem ersten Gliede abgebrochenen Tayiorachen Entwicklung: 



(13) 



.{yis^,]+r. 



(14) 



i #' ebenso wie vorher 9 einen echten Bruch bedeutet. 

Die Gleichung (12) nimmt daraufhin, wenn wir die Glieder paaaoii 

nmenfaseen, folgende Gestalt an: 

n-JV«. , Vnit.—N (! + «,•) . i -i /i Pie" - «„) ,\ , , 






^R_ + ? 
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Jetzt fuhren wir die Intt^atioii nach t aus; wir erhalten, wenn 
wir von einer unwesentlichen Integrationskonstaiiten iibaeh<;n, welche 
den Wert ron ip fllr l = bestimmt, ein Glied, welches proportional 
mit t anwächst, ein zweites, welches periodisch veränderlich ist, und 
endlich ein Restglied. 

Die in Eede stehende angenäherte Darstellung von ii soll nun 
einfach darin bestehen, daTs wir in der so erhaltenen Gleichung du 
Restglied zunächst unterdrücken nnd setzen: 

Den Grad der Annäherung würden wir nachträglich durch Diskussion 
des Restgliedeg festxuateUen haben. 

Die Gleichungen (8') und (14'} eusammcngenommen liefern eine 
angenäherte Darstdlung für die Bahnkurve der KreiselspUse, welche im 
dl^emeinen zwar mit eriiebliclten Fehlem be)taflet sein wird, unter Unt- 
ständen aber die exaJiten Fonndn mit Vorteil zu ersetzen vermag. 

Diese Daratellung lärst eine sehr anachaulicne Deutung zu. Wir 
wollen zunächst die beiden Teilbeweguugen einzeln betrachten, welche 
bez. durch die beiden ersten oder die beiden zweiten Tenne besagter 
Gleichungen dargestellt werden. Die beiden ersten Terme sind: 



*, = 



i;<- 



Sie definieren eine reguUire l'räcessUm, bei welcher der mittlere Parallal- 
kreis «„ mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit . ■ t. durdl- 

laufen wird. Die beiden zweiten Terme: 



Ar- 



p(." 



üi, 



*.- 



- e cos 1 



,|t/P>!E5,1 

änderliche Gröfaen von derselben Periode und un- 

sie Btellea , 



^^^^H schrie) 
^^H Teilbe 
^^^^H spitze i 



sind harmonisch 

gleicher Amplitude; sie Btellea, für sich betrachtet, eine elliptisdw 
Schmngung dar. Die letztere bezeichnen wir auch, indem wir einen 
in der Astronomie gebräuchlichen Ausdruck aufoehmen, als Nittation 
der Kreiselspitze, 

Die Gesamtbewegung, wie sie durch unsere Naheningsformeln be- 
schrieben wird, entsteht aus der Überlagerung der soeben beschriebenen 
Teilbewegungen. Unsere Formeln stellen also die ßeivegung der Geisel- 
spitze dar uls Überlagerung einer regulären Präcession mit einer periodisch 
sich xcialerholiwlen NutaiioH. Wir haben uns zu denken, dalk die Kreisel- 
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spitze auf dem mitÜeren Parallelkreise Uf, mit konstanter Winkelge- 
Bchwindigkeit entlang geführt wird und gleichzeitig relativ zu diesem 
ihre Nutati onsschwingung ausfilhrt. Man wolle in diesem Sinne die 
Figuren des § 2 einer nochmaligen Betrachtung unterziehen und sich 
die Beschaffenheit der in jedem Falle erforderlichen Pmceseion und 
Nutation vorstellen. Besonders naheliegend und fruchtbar wird diese 
Vorstellung bei der die p seil do reguläre Präcesaion darstellenden Fig. 28. 

Die Hauptfrage, die nach dem Genaiiigkinlsgrad »«sctw Näiterum/s- 
foniieln, bleibt mm xu besprechen. Der Genauigkeitsgrad unserer Formel 
für ti ist oben in durchaus befriedigender Weise bestimmt worden. In 
jedem einzelnen numerisch bestimmten Falle hat auch die Fehlerbe- 
stimmung in unserer Formel für V keine Schwierigkeit. Unter allge- 
meinen Voran saetzimgen läfet sich aber dieser Fehler nicht so glatt 
abschätzen. Wir miii'sten sonst eine Reihe von Spezialfällen je nach 
dem Vorzeichen der Gröfsen n, N, «^ a. s. w, unterscheiden. Es mögen 
daher hierüber einige wenige BemerkuDgen gen&geu. 

Bei der Fehlerbestimmung in (14') haben wir an den in (14) an- 
gegebenen Wert des Restes R anzuknüpfen, durch welchen sich der 
Fehler /' folgendermafsen berechnet 

/■= I Rdt; 

f bedeutet dabei (im Gegensatz nu dem obigen Fehler t) nicht den 
relativen, sondern den absoluten Fehler. 

Wir werden wesentlich den speiiiellen Fall betrachten, wo die 
beiden Parallelkreise e und e hinreichend nahe aneinanderliegen, wo 
also 2£=«e'— e eine kleine Gröl'se ist. In diesem Falle wurde auch 
der Fehler r bei unserer obigen Fehlerabschätzung sehr klein und zwar 
verschwindet er nach (n) bei verschwindendem e von der ersten Ord- 
nung. Von den drei Termen nun, aus denen sich ü in Gleichung (14) 
zusammensetzt, enthalten zwei, nämlich die mit i{+ und R— multi- 
plizierten, den Faktor f*, weil d den Faktor £ enthält; der dritte Term 
(vgL den obigen Ausdruck für r) besitzt den Faktor er. Wir können 
daher sagen, dafs R bei verschwindendem e von der zweiten Ordnung 
verschwindet, während die in unseren Näherungsformeln beibehaltenen 
Glieder höchstens von der ersten Ordnung in s Null werden. Mithin 
sttMt bei hinreidietid kleinem t unser Felder f einen bdidng kleinen Bruch- 
teil der reckten Seite von Gleidmng (14') dar. In diesem Falle geht 
also die begrenze AnwUieruiig unserer Formdn (8') und (14') in eine 
beli^ige Anttähemtitf iiher. 

Eine Ausnahme ist dabei wohl zu beachten. Im Nenner von ü 
kommt der Term 1 — u^ bez. 1 + m vor. Nimmt einer dieser 
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Paktoren in demselben Malae ab, wie »Hp Parallel kreise e und e' m- 
sammenrUcken , so kann die Kleinheit des Zählers in R dtirch die des 
Nenners aufgewogen werden. Die vorstehende Aussage gilt daher nur 
dann, wenn die Bahn der Kreiselspitae nicht in nn mittelbarer Nähe 
des Nord- oder Südpols der Einheitskugel verläuft. In einem solchen 
Falle könnten, selbst bei beliebig kleinem i, unsere Näheningsformeln 
ein ganz falsches Bild der Bewegung liefern. Wir werden daher im 
folgenden Kapitel (vgl, § ö) die in der Nähf der Pol« stattfindenden 
Bewegungen einer besonderen Bt?trachtung unterziehen. 

Zum Schlüsse ein Wort über das Verhältnis unserer jetzigen Bt.^ 
rechnungs weise des elliptischen Integrals erster Gattung zu den Me- 
tboden des vorigen Paragraphen. 

Wenn wir den Faktor (c"^ ti)~ * bei der Aufstellung von Formel (4) 
durch die konstante Gröfse (e" — «o)~* ersetzen, so kommt dies auf 
dasselbe hinaus, wie wenn wir jenen Tenn nach aufsteigenden Potenzen 
von u — Kg entwickeln und die Entwickelung mit dem konstanten 
Gliede abbrechen. Es liegt nun nahe, statt des ersten mehrere Glieder 
bez. die ganze Entwickelung zur Berechnung von t beizubehalten. Im 
letzteren Falle entsteht eine konvergente unendliche Reibe von Termeu, 
welche sich sämtlich durch cy klometrische Funktionen ausdrücken lassen. 
Berücksichtigen wir eine genügende Anzahl von ihnen, so können wir 
ganz allgemein den Grad der Annäherung nach Belieben verbeBsem. 
Man siebt also: Unser NäherungsverfaJtren von begrenzter Genauigkeit 
kommt, in dieser Weise ausgestaltH, auf die pag. 264 unier (1) genannte 
Heilwntnelhofle von beliebiger Genauigkeit mriick. 




Kapitel V. 

Über besondere Bewegangsformen des schweren symmetrischen 

Kreisels, namentlich ober die psendoregaläre Präcession sowie 

fiber die Stabilität der Bewegangen. 

§ 1. Die regTüäre Fräceasion und ibr benachbarte Bewegungafonnen. 

In diesem Kapitel wollen wir einige spezielle Bewegungen des 
Kreisels, 7.. B. die reguläre Präcession und namentlich die von uns als 
pseudoregnläre Präcession bezeichnete Bewegung genauer untersachen. 
Dabei wird die grofse Frage nach der Stalnlität der Bewegtmgen im 
Vordergrunde unseres Interesses stehen, eine Frage, welche in neuerer 
Zeit vielfach in Angriff genommen ist, aber bisher nicht mit der 
nötigen Schärfe imd Klarheit formuliert zu sein scheint. 

Wir beginnen mit der Untersuchung der regulären Präcession des 
Kugelkreisels vom Trägheitsmomente A. Als Grenzfali aus der allge- 
meinen Bewegung des Kreisels erhalten wir sie, wenn wir die beiden 
Parallelkreise m = e und M = e', zwischen welche die Bahnkurve der 
Kreiselspitze eingeschlossen ist, zusanunenrücken lassen. Berücksich- 
tigen wir noch, dafs e und e' Wurzeln der kubischen Gleichung (7=0 
sind, 80 können wir sagen: Analytisch ist die reguläre Präcession da- 
durch charakterisiert, dafs die GhicJmng ü ^0 eine emscken — 1 und 
+ 1 gelegene Doppelumrzel erhält. Es mufs daher neben U auch der 
Differentialquotient ^— fiir « = e verschwinden. Bilden wir diesen 
nach den Gleifhungen (1) und (2) von pag. 240, so erhalten wir die 
Bedingung: 

welche, wie schon pag. 252 bemerkt wurde, mit der aus der Theorie 
dea Deviationswid erstand es gefolgerten Gleichung Aftv ^= P identisch ist. 
Eigentümlicherweise versagt in diesem einfachsten Falle der Kreisel- 
bewegung unsere allgemeine Integrationemethode. Wenn nämlich e= e' 
wird, Bo zieht sich der Integrationsweg ffir u in den Ausdrücken von 
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t, i/i und ip ftuf einmi einzelnen Punkt xusummen und unsere Integrale 
Terlieren zunäcbat ibren Sinn. Wir flehen daher lieber auf die nicht- 
' integrierten Gleichungen 

J IJU j/yy rfl/l M — jVk dtp N — MU 

*-'1 dj~~ '^ ' 'dT ^ J(l — M«) ' dt ~ J(l — «*) 

zurück und verifizieren direkt, dafa sie erfüllt sind, wenn wir 



1 



(3) 



= C, 1^ = vt, Ip => (it 



machen. In der That gebt die erste Gleicbung für u = c = conat 
Ober in = 0; die beiden letzten Gleichungen werden ebenfalls be- 
friedigt, wenn wir die Gröfsen v und fi mittelst der Integrationskon- 
■tanten n, N und e folgendermaTaen bestimuien: 
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Hierbei haben wir auf einen merkwürdigen Widerspruch mit dem 
Vorhergehenden aufmerksam zu machen, der aber nur formaler Natur 
ist. Unsere letzte Betrachtung zeigt, dafs die Gleichungen (2) bei 
ganz beliebiger Wahl der Integrationskonstanten e, n und N und 
entsprechender Bestimmung der Konstanten *, (i und v durch die 
Gleichungen (3) erfüllt werden. Es möchte daher scheinen, als ob die 
reguläre Präcesaion bei beliebigen Anfangsbedingungen eine mögliehe 
Bewegung darstellt, während doch oben behauptet wurde und ans 
unseren früheren Entwickelungen hervorgeht, dal's sie es nur dann ist, 
wenn zwischen den Integrationskonstanten die Bedingung (1) besteht. 

Um die Notwendigkeit dieser letzteren Bedingung direkt zu erhärten, 
gehen wir auf die ursprünglichen Differentialgleichungen der Bewegung 
zurück, welche wir etwa in der Lagrangeschen Form zu Grunde legen. 
Dieselben lauten nach pag. IM, wenn wir für die Komponenten 0, 
ib, V der äufseren Kraft die pag. 220 angegebenen Werte eintragen und 
ftlr T den Ausdruck (6) von pag. 156 mit C ■^ Ä benutzen: 



(5) 



\^JB 



J9>'Bin*-|-Painfr, ^ = 0, ^ = 0. 



rf[¥]^ 



<i[*] . 



t [8]=. Jft', {'V]^A{M>'-{-ip'ms9), [<b] = Ä{<p' -if V'oos*). 

Setzen wir hier den Gleichungen (3) entsprechend #'^0, ^'= v, 
^)' = ft, 80 folgt aus der zweiten Eeihe [0] = 0, [H*] ^ const., 
[0] ^ const.; in der ersten Reibe werden alsdann die beiden letzten 
Gleichungen identisch befriedigt, während die erste Gleicbung unsere 
frühere Bedingung (I) liefert: 



ÄflV = 
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C 1. Die regnlbe PAceinon nnd benachbarte Bewe^ongen. 

Infolgfdfssm fratm nach unseren tirsprätigUcheti Gletchutigcn in lier 
That nur eine gewisse Klasse von regulären Fräcessiotisbcwegwujcn, icdche 
eben durch die GldeMmg (1) charakterisiert wird, atiftreten. 

Wir werden aber weiter dem Grunde nachzugeben wünschen, wes- 
halb die Gleichungen (2) Integrale besitzen, welche in den allgemeinen 
DiEFerentialgleichungen (5) nicht enthalten sind. Zu dem Zwecke müssen 
wir uns ein wenig über die Bedeutung unserer Differentialgleichungen 
in geometrischer Auffassung verbreiten. 

Dabei möge es der kürzeren Ausdmcksweiae wegen gestattet sein, 
nur von den Differentialgleichungen f9r w und tfi zu sprechen. 

Die Differentialgleichungen (2) bestimmen für jeden Punkt (m, }f) 
der Bahnkurve eine gewisse Fortachreitungsrichtung (t— ) oder auch, 
wenn wir wollen, eine gewisse Geschwindigkeit {-tt, -vt)- Wir wollen 
uns in jedem Punkt« des atßreo graphischen Bildes der Einheitskugel 
die betreffende Fortachreitungsrichtung als eine Art Wegweiser markiert 
denken. Den Inbegriff des einzelnen Punktes und des zugehörigen 
Wegweisers bezeichnen wir im Anachlui's an eine heut« übliche Aus- 
drucksweise als Lmienelemerit 

Die Ihfferentialgleichungen integrieren hdfst nun, eine Kurve an- 
ffden, tcelclie au5 lauier solchen Linienelementen zusammengesetzt ist, oder 
einen Weg beschreiben, icelcher iiheraU in Richtwng der Wegweiser verliä^. 

Auf Grund dieser Definition sieht man 
unmittelbar, dafs jede beliebige reguläre 
Präcession (», N, e), welche wir erhalten, 
wenn wir N und n irgendwie nnd e so 
wählen, dafs die Gleichung 17=0 erfOllt 
ist, den Differentialgleichungen (2) genügen 
muls. Betrachten wir nämlich zunächst die- 
jenige allgemeine Bahnkurve vom Charakter 
der im vorigen Kapitel beschriebenen Kurven, 
welche den Integrationakonstanten w, J^und 
e entspricht, tmd konstruieren wir uns die 
ganze Schaar von Bahnkurven hinzu, welche 
entsteht, wenn wir jene erste Kurve um den Mittelpunkt der Figur (um 
das Bild des Nordpols) drehen (vgl. Fig. 46). Alle diese Kurven sind 
natürlich Integrallrurven von (2); sie berühren überdies alle den Parallel- 
kreis u = e. Infolgedessen stellt jedes kleinste Stück des Parallel- 
kreises M = e ein Linienelement dar, welches unseren Differential- 
gleichungen entspricht. Dieser ParallellLreis selbst ist daher eine Inte- 
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gralkurvc der GU'icliungen (2), gleichviel ob die Bedingung (1) zwischen 
c, n und N erfilllt iat oder nicht. 

Unsere Betrachtung läist wich sofort auf beliebige Differential- 
gleichungen erster Ordnung verallgemeinem: Wenn wir eine Schaar 
von Integral kurven solcher Gleichungen kennen und die Enveloppe 
der Schaar konstruieren, bo genfigt diese gleichfalls den Differential- 
gleichungen. Man hezeichnet diese besondere Art von Integralkurven 
als singulare Lösungen, weil sie sich aus den allgemeinen Lösungen 
durch Spenialisierung der Konstanten nicht ergeben. 

Mit Benutzung dieses terminus können wir daher sagen: Die re- 
guläre Präcession ist allerdings hei beliebiger Wald der Konstanten e, n 
und N eine Uisuttg der Differentialgleichungen (2), aber eine singulare 
Lösung. 

Man begreift nun leicht, dafs die singulären Lösungen von (2) 
nicht auch Lösungen der Differentialgleichungen (ö) zu sein brauchen. 
Machen wir nämlich bei letzteren eine der obigen ähnliche Betrachtung, 
so haben wir hier nicht von Lintenelementen schlechtweg, sondern etwa 
von Lintenelementen zweiter Ordnung zu sprechen. Es werden jetzt, 
nachdem ein Punkt und eine hindurchgehende Fortschreitungsricbtung 
irgendwie ausgewählt sind, durch die Differentialgleichungen zugehörige 
Werte der zweiten Differentialquotienten bestimmt. Unsere Wegweiser 
sind jetzt sozusagen bedingungsweise Wegweiser, welche vorschreiben: 
Wenn wir von einem Punkte in einer gewissen Richtmig vorwärts 
gehen, so sollen wir uns mit einer gewissen Krümmung der Bahn 
weiter bewegen. Um die Gleichungen (5) nu integrieren, haben wir 
also jetzt diese Linienelemente zweiter Ordnung zu einer Kurve zu- 
sammenzusetzen bez. die Krümmung der Bahn so einzurichten, wie es 
durch unsere bedingungs weisen Wegweiser vorgeschrieben wird. Die 
Integralkurven, zu denen wir so gelangen, müssen jedenfalls imter den 
Integralkurven von (2) enthalten sein. Letztere Gleichungen können 
aber möglicherweise noch andere Integrale zulassen. Denn wir können 
aus der Thatsache allein, dafs die Fortschrei tungsrichtungen einer Kurve 
den Gleichungen (2) genügen, nicht schhefsen, dafs ihre Krümmungen 
mit den Gleichungen (5) in Übereinstimmung sind. Bei den singn^en 
Lösungen ist, wie wir sahen, dieses in der That nicht der Fall. 

Wir können aber weiter behaupten, dafs die allgemeinen Lösungen 
von (2) sämtlich auch den Gleichungen ("fj) genügen müssen. Denn 
diese Lösungen bilden eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit von Bahn- 
kurven, und da einige von ihnen sicherlich Integralkurven von (5) sein 
müssen, so werden es alle sein. Es hohen also die aUgemeineti Lösungen 
von (2) die durch (5) vorgeschri^ene Krümmtmg, nicht aler die stn^uJÖnm. 
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I 1. Die regnULre FÄcesnon und benaohborte Bewegimgen. 

Wir sehen an diesem Beispiel, wie nötig es ist, stets auf den 
eigentlichen Sinn der Formeln (hier also auf die Betrachtung der 
Linienelemente) zurückzugehen und niemals blindlings auf die formale 
Richtigkeit der Rechenoperationen zu vertrauen. — 

Wir gehen nun z« einer neuen Bewegungaart des Kreisels Über, 
zu den schon pag. 273 erwähnten „der regulären Präcession bcnadibartai 
Bewegungen''. Wir erteilen dem Kreisel zu dem Ende, .während er 
in einer regu^ren Präeesaionsbewegung begriffen ist, einen kleinen 
Anstofs. Die Richtung des Änstoises soll beliebig, die GrÖfse des- 
selben aber beliebig klein gewählt werden dürfen. Unser Anstofs setzt 
sich mit dem zur regulären Präcession gehörigen Impulse nach der 
Parallel ogrammregel zusammen. Die Komponenten des ursprünglichen 
Impulses werden also in einem gewissen Zeitpunkte, den wir als „An- 
fangszeit" bezeichnen können, um beliebig kleine Zuwächse, die Kom- 
ponenten unseres Anstofses, vermehrt. Die Frage ist, welche Be- 
wegung dem so veränderten Anfangsimpulse entspricht. 

Am bequemsten zerlegen wir den Impuls in seine Komponenten 
nach den drei durch unser Problem ausgezeichneten Axen, der Figuren- 
axe, der Vertikalen und der Knotcnlinie, d. i. in die senkrechten 
Projektionen [V], [<!)], |6] des Impulsvektors auf jene Axen. Von 
diesen sind die beiden ersten während jeder natürlichen Bewegung des 
sdiweren Kreisels unveränderlich und mit den Integrationskonstanten N 
und « identisch. Die letzteren Buchstaben mögen speziell the für die 
reguläre Präcession charakteristischen Werte der Komponenten [<J>] und 
[Y] bezeichnen; die Zuwächse, welche sie durch unsem Anstofs er- 
fahren, mögen ^' und n heifsen. Die dritte Impulskomponente [0[ 
ist im allgemeinen während der Bewegung variabel, Kur bei der regu- 
lären Präcession haben wir speziell [0] = 0, weil nach (5) [9] = Aft' 
und ft'^ ist. Der Zuwachs, welcher durch den Anstofs hinzugefügt 
wird, bedeutet daher den Gesamtwert der ['0]'Komponente zu Beginn 
der Bewegung, Wir bezeichnen ihn mit [6^], um anzudeuten, dals 
dieser Wert die [6]-Koniponente nur zur Zeit t = darstellt. 

Im tTbrigen werden wir den Effekt der Impulszuwächse «', N' 
und [6,,] einzeln nntersuchen. In diesem Sinne fragen wir zunächst 
nach der Verschiebung der beiden Parallelkreise e und e' bei ausschliefs- 
lieber Vermehrung der Impuls komponente [T] um n. 

Zunächst ist klar, dafs einer der Parallelkreise e, e' mit dem Prä- 
ceeaionskreise e zusammenfallt. Da nämlich [ög] ^ sein sollte, so 
wird zu Beginn der Bewegung, wo «^ e ist, *'^ 0, also auch m'^0. 
Eine Wurzel der Gleichung ü=0 ist also nach wie vor gleich e. 
Die zweite Wurzel e', welche im Falle ?t'= mit e zusammenfällt, 
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wird durch unsem Änstors einen Zuwachs erfahren. Wir bezeichnen 
diesen mit 2e, setzen also, wie pag. 270, e' — c = 2b. Dabei ist t 
eine mit m' verschwindende Zahl, wie unmittelbar aus der Stetigkeit 
unserer 63 von pag. 250 folgt. Nehmen wir ti' hinreichend klein, so 
können wir auch * beliebig klein machen. 

Die Grölse von e' bez. die von 2e berechnet sich darauf ans der 
Gleichung IJ^ ^ von pag. 240 oder, wie wir ausführlicher schreiben 

''°""'' U,{«,v)-0. 

Diese Gleichung muls erfiillt sein einerseits im Falle der regulären 
Präceasion, d. h. fiir w = e, v = n, andrerseits im Falle unserer zur 
regulären Präcession benachbarten Bewegung, also für « ^ c + 2e, 
w ■= M -f n'. Entwickeln wir daher li\(e + 2*. n -\- n') nach d*m 
Taylorsoben Lehrsätze in der Nähe des Wertepaares (e, »), so er- 
giebt sich wegen 17, (e, «) ^ 0: 



U,ie-\-2E, u + ft') = 2*^ + M 



,dU, 



+ ■ 



hier Tergchwindet die linke Seite; auf der rediton veniacliläSBigeti wir 
wegen der Kleinheit von e und »' alle nicht hingeechriebenen höheren 
Potenzen. Alsdann ergiebt Hieb: 



2s i 



2(. 



L + , 



1 —0 
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wobei wir rechts v ^ it, n ^ e einzutr^en haben. Ohne die rechte 
Seite genauer auszurechnen, begnügen wir uns gezeigt zu haben, dab 
t auf diese Weise als eine mit n' verschwindMide GrSfse in jedeiD FaSCi 
bestimmt werden kann. 

Nicht anders liegt die Sache, wenn wir N um JT 
dafür aber die ursprünglichen Werte [V] = m, [6o1 = feathaltcD. 
Der eine Parallelkreis ist wiederum e; die Verschiebung 2 t des andetee 
Parallelkreises berechnet sich wie vorher; da nämlich die Gleichung 
(7, ^ i> in n und N symmetrisch gebaut ist, haben wir in der End- 
formel für t nur h und N zu vertauschen und N" statt w' zu schreiben. 

Im dritten Falle, wo wir den Anstofe [0^] hinzufügen und m'»=A'"-'0 
nehmen, verschieben sich beiden Parallelkreise e und e'. Es ist Dämlich 
jetzt zu Beginn der Bewegung nicht mehr *o'^ O, sondern J*o'=[6^ 
mithin ist auch der Änfangswert von u, den wir mit tt, bezeichne^ 
nicht mehr Wurzel von U = 0. Bei der Bestimmung von 
tuben wir daher von dieser kubischen Gleichung und nicht von 
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zeichne^ J 
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quadratischen (7,^0 auszugelien. Es soll gezeigt werden, dafs die 
beiden ParailelkreiMO e uud e' von dem ursprön glichen Präcessiona- 
kreise u„ in erster Annäliening beide gleichweit abateben, so dafa Mq 
wie im vorigen Paragraphen den mittleren Parallelkreis bedeutet: 



Die ursprüngliche Form des Ausdruckes U war pag. 238 in Ölei- 
chong (7') angegeben: 
(6) A'U=—{Nu — ny-^{k'_—N^—2APu)(l — u*). 

Zu Beginn der Bewegung {» ^ «„ ^ cos ©„) ist die linke Seite 
dieser Gleichung bekannt. Da nämlich allgemein 



ü = 



\dt/ 



so wird für u 

Ä^U= sin* »^ {A»ay = (1 — «o') lÖo]'- 
Somit folgt die Gleichung 

0) (1 -'..■) [ej--(w,^,- «)■+ (i--A"-2yip«.)(i-V). 

Aus (6J und (7) wollen wir k eliminieren, nachdem wir in (6) 
U ^^0 gesetzt haben. Wir finden so für die gesuchten Werte »* ^ c 
und t( ^ e' die Gleichung: 
(8) (1 -- »') [8.]' - {N« - n)' - {Nu, - „)■ |^ 

Das Polynom dritten Grades, welches auf der rechten Seite steht, 
liann leicht in Linearfaktoren aufgelöst werden. Setzen wir nämlich 
die rechte Seite gleich Null, so müssen wir die Wurzeln der Gleichung 
ZT^O im Falle der reguKreu PräcessioE wiederfinden, weil [Qq] = 
diese Bewegung ergiebt. Die Linearfaktoren der rechten Seite lauten 
daher u — «o, u ^ Uq und u — e". Der hinzutretende von w unab- 
hängige Faktor wird gleich dem Koeffizienten von !(^ in Gleichung (8) 
und die rechte Seite dieser Gleichung gleich 

— 2ylP(M — Uo)'(m — e"). 
Mithin können wir statt (8) einfacher schreiben: 

(1 — «») [0,p= 2AP{u — u^y{e"— u). 

Nun dürfen wir |_9o] beliebig klein voraussetzen, so dafs aucb die 
rechte Seite aufserordentlich klein wird. Die gesuchten Wurzeln e und 
e' liegen daher aufserordentlich nahe an Ug. Wir setzen u = tt^ -f- e 
und erhalten zur Bestimmung von £ die Gleichung 



Lw 



(■_- 



i». + n1[ 8.1' 



■) 
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Die rechte Seite könnten wir nach Potenzen von e in eine kon- 
vergente Reihe entwickeln. Da wir aber i ebenso wie [Qg] als be- 
liebig klein voraussetzen können, brauchen wir nur das erste Glied. 
Aus diesetn ergeben sich zwei entgegengesetzt gleiche Werte fBr e, 
nämlich 



Hiernach werden die gesuchten Werte 



- E und f': 



wo e mit [Q^] verschwindet. 

Die ParallelkreiBe c und e' stehen also in erster Annäherung gleich- 
weit ab von dem Ausgangskreise «„, dieser stellt, wie behauptet wurde, 
den „mittleren Parallelkreis der Bewegung" im Sinne des vorigen 
Paragraphen dar. 

Wir kommen nach diesen Vorbereitungen auf unsere pag. 283 ge- 
troöene Unte räche iilung der drei Fälle zurück, welche bez. durch die 
drei Werte des Zusatzinipulsea n', N', [0,^] charakterisiert waren. Allen 
drei Fällen ist, wie wir sahen, gemeinsam, dal's die Parallelkreise e 
und e' einander um so näher liegen, je kleiner der Anstofs gewählt 
war. Die fraglichen Baimhirven situi also Ihrem Vtrlaufe nach dem 
ursprünglichen PnicessionsJcreise heliehig benacliiiart, wie schon in ihrer 
Benennung ausgedrückt wurde. 

Sodann erinnern wir uns der BrgebmBae des vorigen Par^raphen. 
Die dortigen Näherungsformeln (8') und {14'), welche im allgemeinen 
nur eine begrenzte Annäherung lieferten, geben gerade in dem jetzt 
vorliegenden Spezialfälle eine beliebig gute Annäherung; der Fehler wird 
sowohl in der Formel ftlr « wie in der ftlr if- bei hinreichend kleinem £ 
beliebig klein. Wir werden daher jene Formeln ohne Bedenken*) auf 
die vurhegenden drei Fälle anwenden und schreiben dürfen: 

" «„ + t sin — , 

[ii = vt-{-ViB cos --; 

die hierbei benutzten Abkürzungen haben folgende Bedeutung: 

(11) 



eich- 1 



(10) 



'V. 



■y(i+i-.i 






*) Hon beacbt« jedoch üic Bedingung von pag. 2TT, wonach u, nicht, i 
auch nicht nahem, gleich ^ 1 sein darf. Üher dieie PräceBsiansfaile folgen 
§ & einige Bcuierkungec. 
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wobei n unJ N die Gesamtwerte der Impulskompooenten [V] und [<t>], 
d. h. die eventuell um w' und N' vermehrten Werte dieser Komponenten 
bei der ursprünglichen regulären Präcession bezeichnen. 

Um eine klare Vorstellung von miBem benachbarten Bahnkurrea 
zu bekommen, betrachten wir die Teilbewegwngen der regulären Prä- 
cession und der Nvialum, in welche die Bewegung der Kreieelspitze 
durch (10) zerlegt eracheint, für sieh. 

Die Bahnkurve der ersten Teilbewegung ist der Praceseiunskreis 
14 = Uj. Dieser fallt mit dem ursprünglichst Präeessionskreise nur m 
dem Fatte zusammen, wo der Anstoß die Knotenlinie zur Are liat 
(n'^2i' = 0, [ßo]^^)- I" ^^^ beiden anderen Fällen dagegen ist 
er im Vergleich zu dem uraprÜngUehen Präcessionskreiee um das 
Stückchen € im vertikalen Sinne verschoben. Genauer könnten wir so 
sagen: Bei dem Anstofse [0^] verschwindet die Abweichung zwischen 
dem mittleren Parallelkreise u^ und tlem Kreise der ursprünglichen 
Präcession bei verschwindender Gröfse des Anstofsea von höherer als 
der ersten Ordnung, bei den Anstöfsen n' und N" dagegen nur von 
der ersten Ordnung. 

Die Präcessionsgeschwindigkeit unserer ersten Teübewegung ist in 
allen Fällen durch die GrÖfse v aus Gleichung (11) gegeben. Diese 
Gröfse stimmt mit der ursprünglichen Fräcessioftsgeschwindigkeit wieder 
mtr im Falle des Anstofses [0^] wicrei», weil alsdann die Impulakom- 
ponenten n und N ungeändert bleiben und der Wert von «g mit dem 
ursprünglichen Werte von « bei der regulären Präcession in dem eben 
präcisierten Sinne zusammen fällt. In den beiden anderen Fällen weicht 
der Wert der Präcessionsgeschwindigkeit von dem ursprünglichen Werte 
um Gröfsen ab, welche von derselben ÖrSfsenordnung wie n und 
JT sind. 

Die zweite Teilbewegung, die Nutation, ist nach Früherem eine 
harmonische Schwingung mit ungleichen Amplituden in den Koordi- 
naten u und i> oder, wie wir kürzer sagen, eine elüptische Schwingung 
relativ zum Kreise der Präcession. Die durch (11) bestimmte Grßfse a 
giebt die halbe Schwingungsdauer, d. h. diejenige Zeit an, während der 
die Kreiselspitze von e zu e' gelangt. Die vertikale Schwingungs- 
amplitnde wird durch £, die horizontale^ durch v, e gemessen. Man 
sieht ohne weiteres, dafs bei verschwindendem Anslofs die Schwingungs- 
periode im cdlgemeinen endlich bleibt, während die beiden Sdiwingttngs- 
amplitu^n ihrerseits verschwinden. Drücken wir nämlich to durch unsere 
gewöhnlichen Integrationskonstanten n, Nn.&.w. aus, indem wir für e" 
den Wert aus Gleichung (9) von pag. 273 eintragen, ao folgt in der 
Grenze für verschwindende Gröfse des Anstofses: 
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- 2nJVe — iÄFe(l — e") ' 
hier bedeuten », N und e die Konstanten der ursprünglichen regulären 
Präceasiou. Der bo gefundene Grenzwert von a ist offenbar von NaII 
verschieden. Dasselbe gilt von dem Grenzwerte des Winkels )(•„, um 
welchen das Azimuth der Kreiaelspitze während einer Nutation zunimmt. 
Nach Gleichung (11) wird nämlich einfach 
it-o, ^ va. 
Wir können hiernach mit loicht^^r MfÜie die Figurenserie des 
vorigen Kapitels durch eine Figur vervollständigen, indem wir neben 
Fig. 31 („langsame Präcession") eine Nachbarfigur einsclialten. In 31 
war vorausgesetzt A ^ — P^l^ n ^ 0, N ^ 0,2^ n ^ — 5. Geben 
wir beispielsweise « einen von — 5 etwas verschiedenen Wert, bo über- 
lagert sich der regulären Pracession eine Schwingung von der halben 
Periode 



"Vl^Tfin 



gleichzeitig wird der Azimuthalausschlag während der Zeit a 
il>a =^ nus = — a circa. 
Die neben Fig.31 einzuechaltende Nachbarligur würde daher folgende r- 
mafsen schematisch zu zeichnen sein (vgl. Fig. 47j. Man beachte die 
eigentümliche Thatssche, daTs unsere No- 
tation, welche, wie wir wissen, für sich ge- 
nommen. Torschwindende Dimensionen bat, 
durch Überli4(erung mit der endlichen Pr£- 
cessionsgeseh windigkeit zu einer nahezu voll- 
ständigen Umkreisung der Vertikalen aas- 
einander gezogen wird. 

Qanz dieselbe Figur kann uns auch als 
Darstellung der zu der unendlich Bchnelleti 
Präcession (Fig. 35) benachbarten Bahii- 
"* "' kurven dienen. Nur wird hier (wegen dea 

besonderen Wertes w -= oo) a gleich und lira genau gleich + ar. — 
Die wesentliche Absicht, welche wir bei der Pleranziehui^ der zur 
regulären Präcession benachbarten Lösungen verfolgen, besteht jedoch 
nicht sowohl in der Erkenntnis dieser Bewegungen selbst, als vielmehr 
darin, dafs wir von hieraus auf die St4ibüitüt der regulären PräeesatoH 
Scblllsse niaclii'ii können, Wir behaupten nämlich auf Grund unserer 
Untersuchung der benachbarten Bewegungen: Die regiüäre Präcession ist 
sicher eint stabile lieurgmiij ävs Kreisels. 
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Was wir unter dem Wort« Stabilität verstehen wollen, haben wir 
bereits pag. 219, wenn aucli noch nicht mit hinlänglicher Schärfe, er- 
klär! Eine eingehendere Definition apftren wir bis zu dem sechsten 
Paragraphen des gegenwärtigen Kapitels auf; für den vorliegenden Fall 
genttgt unsere frühere Erklärung. Wir wiederholen daher: EineBew»^ng 
soll stabil heirsen, wenn sich bei HinzufUgong eines hinreichend kleinen 
Anstofses von beliebiger Richtung der Charakter der Bewegung stetig 
ändert. 

Wollen wir dieses Kriterium auf unseren Fall anwenden, so müssen 
wir die vorhergehenden Betrachtungen noch erst nach zwei Richtungen 
vervollständigen. 

Unter der „Bewegung" werden wir nämlich nicht nur die Bewegung 
der Kreiselspitze längs ihrer Bahnkurve, aondem die Gesamtheit der 
Lagen des Kreisels, d. h. den Inbegriff der Werte verstehen müssen, 
welchen etwa die Koordinaten <p, iti, & während des Ablaufs der Zeit 
annehmen. Nun wissen wir aber, dafe die Werte der 93 - Koordinate 
aus denen der ^'-Koordinate durch Vertauschong von n und N mit 
— N und — n erhalten werden können (vgl. das Reciprocitätsgesetz 
des Kugelkreisels in § 5 des vorigen Kapitels). Wir haben daher, 
um die „Bewegung" vollständig zu beherrschen, nicht nötig, fQr die 
qp- Koordinate neue Entwicklungen zu machen, sondern können uns 
darauf berufen, dafs diese sich qualitativ ebenso verhält wie die 
4- - Koordinate. 

Ferner spricht unsere Stabilitätsdefinition von einem beliebigen 
Anstofse, d. h. von einer gleichzeitigen Vermehrung der Impulskom- 
ponenten [d>J, [H*], [8] um kleine Zuwächse. Es ist aber klar, daTa 
der Effekt eines beliebigen Anstofses sich durch direkte Superpoaition 
aus den Wirkungen der oben betrachteten speziellen Anstöl'se «', N', 
[6„] zusammensetzen lassen mufs, falls nur jene Zuwächse hinreichend 
klein sind. Die hierbei entstehenden Formeln filr u, ^ und <p sind 
daher vom gleichen Charakter, wie die obigen für m und ili. 

Nun zeigt der Anblick der Gleichungen (10), dal's diese Formeln 
stetig in die Gleichungen der regulären Präcession übergehen, wenn 
wir die Gröfse der Im pulszu wachse stetig verkleinem. Dasselbe gilt 
daher für eine ganz beliebige Störung hinsichtlich des Gesamtcharakters 
der Bewegung. Auch dieser wird stetig in die reguläre Präcession 
übergehen, wenn wir die Störung stetig zu Null abnehmen lasseu. 

Hiemach ist die Sti^ilität der reguläreit Präcession sichergestellt. 

Unsere hier benutzte Definition der Stabilität ist von der gewöhnlich 
gegebenen Definition (vgl. hierzu §6 dies^sEapitels) verschieden. Während 
wir nur verlangen, dal's die Abänderung der Bewegung eine stetige sei, 



d. h. um 80 kleiner ausfalle, je kleiner der Anatofs genommen wird, 
bezeichnet man sonst vielfach eine Bewegung nur dann als stabil, wenn 
die Abweichung der gestörten Bewegung von der ursprünglichen dauernd 
sehr klein (oder beliebig klein) bleibt. Wir möchten uns im allge- 
meinen diesem Sprachgebrauch nicht anachlieJ'aen , weil er, wie später 
gezeigt werden wird, eine ungebührliche Beschränkung des Htabilitäta 
begriffes mit sich bringt. Wir bemerken aber, dafs speziell die reguläre 
Präcession auch nach diesem engeren StabilitÄtsbegriffe als stabil zu 
bezeichnen ist, sofern wir nämlich unser Augenmerk lediglich auf die 
geometrische Gestalt der Kreiselspitzen bahn richten und von ihrer 
zeitliehen Durchlaufung absehen. In der That ist die durch einen 
Zusatzstofs abgeänderte Bahnkurve ganz in einer Eugelzone von der 
(in vertikaler Richtung gemessenen) Breite 2c eingeschlossen und kann 
durch Verkleinerung von e und mittelbar durch Verkleinerung der Störung 
dem Präcession skr eise e ihrer ganzen Erstreckung nach beliebig nahe 
gebracht werden, Dals etwas Analoges nicht bei jeder Bewegung der 
Fall ist, zeigt unter anderem das Beispiel der kmftefreien Bewegung des 
einzelnen Massenpunktes nach dem Galileischen Trägheitsgesetze. Bei 
Hinzufilgung eines Anstofses verwandelt sich die ursprüngliche gerad- 
linige Bahn in eine andere gerade Linie, welche sich von der ersteren 
im Laufe der Zeit beliebig weit entfernt, wie klein auch der Anstofs 
gewählt sein möge. Wir werden also insofern der Bahnkurve der 
regulären Präcession einen besonders hohen Grad von StabüiliU zu- 
sprechen müssen. 

Die Sache ü^ schon anders, wenn wir aufser der Gestalt der 
Bahnkurve auch ihre zeitliche Durchlaufung oder den Gesamtcharakter 
der Bewegung mit Einschlul's der qs-Koordinaten in Betracht ziehen. 

Wir können nämlich nicht behaupten, dals die Entfernung der 
Kreiselspitze bei der durch einen kleinen Anstofs abgeänderten Be- 
wegung von ihrer Lage in entsprechenden Zeiten bei der ursprünglichen 
Bewegung im allgemeinen dauernd klein bleibt. In der That sahen wir, 
dals durch Hinzufilgung des Anetolses n oder iV' der mittlere Wert 
der Winkelgeschwindigkeit ^' abgeändert wird, so dafs die Kreiselspitze 
nach der Störung ihre Bahn mit einer anderen Geschwindigkeit durch- 
läuft wie vor derselben. Im Laufe der Zeit wird daher die Lage der 
Kreiselspitze bei den verglichenen Bewegungen um beliebige endliche 
Stücke differieren. Entsprechendes gilt nach unserem Reciprocitäts- 
gesetz von der Koordinate ip, sofern durch den Anstofs die Werte von 
H und N abgeändert werden. 

Lediglich in dem speziellen Falle, wo der Anstofs keine Ver- 
änderung von [tpj und [VJ bewirkt und nur nuw der einen Komponente 
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[Qg] besteht, bltibt, wie wir sahen, der ursprüngliche Betrag der Pm- 
ceasionBgeBcb windigkeit ij^' und daher auch der ursprüngliche Wert von 
9)' erhalten. Die abgeänderte BahnkurTe oscilÜert dann mit gleichem 
Ausschlag nach oben und unten um den ursprünglichen Präceasionskreis 
herum. Also würde nur bei Beschränkung auf so spezielle Anstöfse 
die Abweichung in der Lage der Kreiselspitze und den iLreisellagen 
überhaupt bei den vergliehenen Bewegungen dauernd klein bleiben, und 
die reguläre Präceaaion im gewöhnlichen Sinne nur unter dieser Ein- 
schränkung stabil zu nennen sein. Die letzten Bemerkungen ^sen 
wir noch einmal, wie folgt, zusammen: 

Im Sinne der gewöhnliclien Stabüitiitsdeftnition miifste man konseqtienter 
Weise die reguläre Präcession als instabil bezeichnen. Stabil konnte man 
sie »ur nennen, wen» man eine von swei Einschränkungen himufügt. 
Entweder: Man beachte, nur die geometrische Gestalt der Bahnhtrve, 
nicht die Bewegung auf der BaJtnkurve bez. die Bewegung des Kreisds 
überhaupt; oder: Man richte die Störung so ein, dafs sie lediglich eine 
Veränderung von d' hetoirld, dagegen tp' und v' ungeändert läfst. Vom 
Standpunkte unseres Stahilitätshegriffes hingegen hohen teir die regiere 
Präcession ohne Einschränkung für stabil zu erMären. Dabei körmen 
mr konstatieren, dafs der geometrischen Gestalt der Bahnkurve, und bei 
dm zuletzt genannten ^zieilen Störungen der Bewegung überhaupt, ein 
besonders hoher Grad von StabüHäi zukommt. 

% 2. Die pBeadoregoläre Fräoeesion, Aiiflöaaog des Foradoxona 
der Krei selbe wegoug. 

Wir kommen jetzt zu dem wichtigsten Punkte der gesamten Ereisel- 
theorie, zur Erklärung derjenigen Bewegung, welche wegen ihrer 
paradoxen Eigensehalten und wegen der Häufigkeit ihres thatsäch liehen 
Vorkommens vor allen anderen das Interesse der erklärenden und be- 
obachtenden Naturforscher auf sich gezogen hat. Wir meinen diejenige 
Bewegung des Kreisels, welche wir als pseudoreguläre Präcession be- 
zeichnet haben. 

Die Eigenart dieser Bewegung wollen wir zuimchst durch Ver- 
gleich mit der regulären Präcession schildern. 

Wie wir gesehen haben, tritt die reguläre Präcession nur unter 
besonderen Umständen auf, welche im vorigen Paragraphen sowie im 
sechsten Paragraphen des dritten Kapitels ausführlich angegeben sind. 
Wenn man sich aber auf den Standpunkt des Experimentes stellt, könnte 
man leicht zu der Auffassung kommen, dafs die reguläre Präcession die 
allgemeine Bewegung des schweren Kreisels wäre und dafs sie bei will- 
kürlicher Wahl der Anfangsbedingungen zustande käme. In der That, 
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wenn wir den Kreisel, wie es g-ewölinlieh geschieht, mit einer Scbnur 
aufziehen und ihn dann, ohne HinzufUgung eines uonstigen erheblichen 
Anstofses, dem Einflufa der Schwere überlassen, so scheint die Figuren- 
axe einen Kreiakegel um die Vertikale mit gleichinäTsiger Geschwindig- 
keit zu beschreiben. Dies Ergebnis mtifste natürlich im höchsten Grade 
paradox erscheinen. Denn ea ist nicht zu begreifen, wie die nach unten 
wirkende Schwere im allgemeinen eine Bewegung hervorrufen sollte, 
bei der z. B. sämtliche Punkte der Figurenaxe dauernd in horizontaler 
Richtung, also genau senkrecht gegen die Richtung der äulseren Kraft, 
fortschreiten. 

Hiergegen ist nun zu bemerken: Erstens ist das genannte Beob- 
achtungsergebnis nicht exakt. Die Bewegung hat nur eine äulserliche 
Ähnlichkeit mit der regulären PräcesBion. Wenn wir genauer hinsehen, 
bemerken wir, dafs die Figurenaxe kleine periodische Schwingungen 
um den Kreiskegel der regulären Präcfssion ausftlbrt, welche allerdings 
bei aehr groi'aer Rotationsgeschwindigkeit kaum merklich sind und sieh 
am ehesten noch in einem periodischen Erzittern der Unterlage kund- 
geben. Aus diesem Grunde haben wir die in Rede stehende Bewegung 
mit dem Namen der pseudoreguiaren Prücesshn belegt. 

Die Täuschung wird noch dadurch verstärkt, dal's die Abweichungen 
von der regulären Präcesaion durch allerlei Neben um stände, welche in 
der abstrakten Mechanik gewöhnlich nicht berücksichtigt werden, wie 
Reihung, Elasticität der Unterlage, schnell absorbiert werden. Diese 
Nebenumstände sollen indessen vorläufig aufser Betracht bleiben. 

Zweitens sind die Verhältnisse, wie sie im Experimente gewöhnlich 
vorliegen, nicht die allgemeinen, aundern in gewisser Weise spezialisiert. 
Denn wir schaffen durch das Aufziehen allemal einen Impulsvektor, 
welcher genau oder nahezu in die Richtung der Figurenaxe fällt luid 
welcher überdies stets eine sehr beträchtliche Länge hat. 

Wir werden so, zunächst vom experimentellen Standpunkte aus, 
dazu geführt, die Bedingungen für die Möglichkeit der pseudo regulären 
Präcession folgendeimafsen zu formulieren: 

Die Bewegung wird dann eine pseudoreguläre Präcession sein, wenn 
der Impulsvekior anfangs nahezu in Richtung der Figurenacre fällt und 
eine beträchtliche Länge hat. 

Die Worte „nahezu" und ,, beträchtlich" müssen dabei natürlich 
genauer präcisiert werden. Wir wollen etwa sagen, zwei Richtungen 
fallen „nahezu" zusammen, wenn wir ihre Durchstol'sungspunkte anf 
der Einheitskugel mit blol'sem Auge nicht mehr unterscheiden können. 

Um sodann mit dem Worte „beträchtlich" eine genaue Vorstellung 
zu verbinden, müssen wir die Länge des Impulavektors mit der Gröfse 
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Her Schwerkraft vergleichen. Eine direkte Vergleichung der beiden 
Gröfsen ist deshalb mii'slich, weil sie verschiedene DtmenBiDnen haben, 
ihr Quotient aleo keine absolute Zahl ist. In der That hat \i\ dte 
Dimension 1 -r-J , P dagegen die Dimension [ -ri-J (vgl. pag. 88 u. 84). 
Dagegen sind \i\^ und etwa AP zwei gleichbenannte Gröfsen, indem 
beiden die Dimension 1 — .i-j zukommt. Infolgedessen können wir diese 
beiden Gröfsen direkt numerisch vergleichen. Wir wollen nun etwa 
festsetzen: Die Länge des Impulses soll als beträchtlich gelten, wenn 
ihr Quadrat mindestens das lOO-foche des (in gleichen Einheiten ge- 
mcasönen) Produktes AP betrat. Da der Hauptbestandteil von |t| 
nach der vorhergehenden Festsetzung von dem Eigenimpulse N ge- 
bildet wird und da sicher 1 1 1 > iV ist, so kftnnen wir unsere Erklärung 
des Wortes „beträchtlich" auch so fasaen: Die Länge des Impulsvektors 
soll als beträchtlich gelten, wenn 

JV"*> 100 ^P. 

Die obige Bedingung für das Eintreten der pseudo regulären Prä- 
ccsflion unterscheidet sich offenbar wesentlich von der im vorigen Para- 
graphen filr die reguläre Präcession angegebenen. Während diese eine 
quantitative Bedingung war und ein ganz bestimmtes numerisches Ver- 
hältnis der Integrations konstanten verlaugte, ist unsere jetzige Be- 
dingung qualitativer Natur; sie legt den Konstanten nur gewisse Un- 
gleichungen auf. Dementaprechend ist die pseudo reguläre Präcession 
auch nur ein qualitativer Begriff; je nachdem wir den Ton auf die 
ersten oder letzten Silben des Wortes legen, postulieren wir eine ge 
ringere oder gröfsere Ähnlichkeit mit der regulären Präcession. 

Übrigens bemerken wir, dal's im vorigen Kapitel, wo wir von der 
pseudo regulären Präcession sprachen (vgl. Fig. 28), die soeben ange- 
gebenen Bedingungen erfüllt waren. Dort war nämlich die Anfangslage 
des Impulses wie die der Figurenase horizontal (n ^ 0, e ^ 0), aufser- 
dem war die Länge des Impulses als unendlich vorausgesetzt (A'= oo). 

Wegen der Wichtigkeit unserer Bewegung wird es gut sein, die 
Behandlung möglichst elementar zu gestalten, wie solches auch von 
anderer Seite vielfach versucht worden ist, worauf wir im nächsten 
Paragraphen zurückkommen. Wir wollen also für das Folgende von 
unserer Kenntnis der allgemeinen Bewegungsformen zunächst absehen 
und unsere Resultate erst nachträglich mit der Darstellung der Kreisel- 
bewegung durch elliptische Integrale in Beziehung setzen. 

Eine rein elementare Behandlung ist in unserem Falle natürlich nur 
auf Grund von mehr oder minder plausibeln Vernachlässigungen möglich, 
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welche sieh ßtreiig nur aus der strengen Theorie und auf anulytiachem 
Wege rechtfertigen laesen. Trotzdem ist eine solche Behandlung lehr- 
reich, da sie uns zwingt, auf die einfachsten Erklärungsgr linde zurück- 
zugehen, welche in den fertigen Formeln nur versteckt enthalten sind. 
Nehmen wir für den Augenblick an, dafs die Schwere überhaupt 
nicht wirksam wäre. Dann rotiert unser Kreisel, den wir als Kugel- 
kreisel voraussetzen, wie wir wissen, um die im Räume feste Impula- 
axe mit konstanter Geschwindigkeit herum. Die Figurenaxe beschreibt 
einen Kreiskegel, welcher sehr eng sein wird, da nach Voraussetzung 
bei unserer Bewegung der anfängliche Bichtungsunterschied zwischen 
Figuren- und Impulsaxe sehr gering ist. Die Kreiaelspitze durchlauft 
auf der Einheitskugel fortgesetzt einen kleinen Kreis. Wir setzen Über- 
rfies voraus, daß die Impulsaxe nicht und auch nicht nahezu mit der 
Vertikalen xasammenfatle; alsdann wird die durch die Figurenaxe ge- 
legte Meridiauebene von der durch die Impulsaxe gehenden Meridian- 
ebene bei unserer Rotation dauernd nur wenig abweichen und in erster 
Annäherung als mit jenej' zusammen fallend behandelt werden können. 
Ferner wird sich der Winkel & zwischen der Vertikalen und der Figuren- 
axe bei unserer Drehung nur sehr wenig ändern und in erster An- 
näherung konstant gesetzt werden können. 

Hierauf berücksichtigen wir die Wirkung der Schwere. Der ImpuJs 
bleibt unter ihrem Einflnfs nicht konstant, sondern setzt sich mit dem 
Drehstofse der Schwere P sin 9 in jedem, Momente zusammen. Es mufs 
unsere nächste Aufgabe sein, uns von der Bahn des Impuls -Endpunktes 
ein Bild zu verschaffen. 

Die Bewegung des Kreisels besteht natürlich nach wie vor aus 
einer Drehung um die (jetzt nicht mehr feste) Axe des Impulses. 
Betrachten wir nur einen genügend kurzen Zeitraum, etwa den einer 
einmaligen Umdrehung der Figurenaxe um den Impulsvektor, so können 
wir bei unserer jetzigen Bewegung dieselben Vernachlässigungen ein- 
treten lassen, welche soeben für die Drehung um die im Räume feste 
Impulsaxe vorgeschlagen wurden. Wir können nämlich sagen: Die 
Ätuiertmg des Impulses steht auf der durch die Impulsaxe gelegten Meridtan- 
etewe {statt auf der durch die Figurenaxe gelegten) senkredU. Und: 
Die Änderungsgeschtvindigkeit hat die konstante GrÖfse P sin ■&■(,, too &„ 
irgmd einen mittleren Wert des Winkels 9 bedetdet (anstatt der variabeln 
Gröfse P sin *). Durch diese Angaben ist aber die Bahn des Impuls- 
Endpunktes in einfachster Weise bestimmt. Sie ist einfach ein Kreis- 
bogen um die Vertikale und wird mit konstanter Geschuiindigkeit durt^- 
lanifen. Der Durchstofsungspunkt des Impulsvektors mit der Einheits- 
kugel, den wir durch /bezeichnen wollen, bewegt sieh daher auf einem 
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Parallellirdse oder, wenn wir nur einen genügend kleinen Teil der 
Einheitskugel betrachten und diese an der betreffenden Stelle durch 
ihre Tangentialebene ersetzen, auf einer geraden Linie. 

Wir können leicht die Fürt seh reitungsgeachwmdjgkeit v des Punktes 
J angeben. Diese verhält sieh eraichtlicb zu der Fortschreitungsge- 
schwindigkeit P sin ^q des Impuls-Endpunktes wie 1 /.u \i\, unter |t| 
die Länge des Impulsvektora verstanden. In dieser Proportion mögen 
wir 1*1 einfach ersetzen durch die Projektion N des Impulsvektors auf 
die Figurenaxe, weil diese nach Voraussetzung den Hauptbestandteil des 
Impulses ausmacht. Wir finden so fflr die Geschwindigkeit v den Wert 

CD "-'^^ 

Die Bewegung der Figurenaxe mid die Bahnkurve der Kreiselepitze 
sind jetzt leicht zu bestimmen. Die Kreiselspitze JP, d. h. der Durch- 
stolsungapunkt der Figurenaxe mit der Eiuheitskugel, muTa nämlich, 
da tlie instantane Bewegung aus einer Drehung lun den Impulsvektor 
besteht, ständig senkrecht gegen die Verbindungslinie JF fortschrei ti'n. 
Femer ist die Winkelgeschwindigkeit w, mit welcher sich F um J 
dreht, einfach gleich ~ ■ Ersetzen Tvir, wie oben, | i | durch den Haupt- 
bestandteil N des Impulses, ao ergiebt sich für tc der konstajite Wert 

(^) » = f 

Durch dif leinten Angaben ist aber die Bahnkurve der Kreiselspitee 
als Cykloide charakterisiert. 




In der Thftt, erzeugen wir uns eine Cykloide in gewöhnlicher 
Weise (vgl. Fig. 48) durch Abrollen, eines Rades auf einer Geraden, 
80 dreht sich jeder mit dem Rade fest verbundene Punkt mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit um den jeweiligen Berührungspunkt des Rades 
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xmd schreitet beständig senkrecht gegen die Verbindungslinie mit diesem 
fort, während der Berührungspunkt selbst mit konstanter Oesch windigkeit 
an seiner Geraden hinwandert. Wir können daher direkt die Bahn der 
Kreiselapitze F mit der Bahnkurve eines Punktes an einem rollenden 
Rade, d. h. mit einer Cykloide, und die Bahn des Impulspunktes J 
mit der geradlinigen Bahn des Berührungspunktes identiliKieren. 

Hiemach läl'st sich die Gleichung der Bahnkurve sofort hinschreiben. 
Wir benutzen rechtwinklige Koordinaten 61 li indem wir die Gerade, 
an der unser Rad abrollt, zur £-Axe nehmen. Sei r der Radius dea 
Rades, « der Abstand dea die Cykloide aufzeichnenden Punktes F vom 
Mittelpunkt des Rades und a die Winkelgeschwindigkeit des Abrollens, 
wobei wir c? der Gleichung (2) entsprechend zu wählen haben. Wir 
nehmen noch an, dafs für l = der Punkt F senkrecht über dem Be- 
rührungspunkte J des Rades und auf der t)-Axe liegen möge, so dafs 
seine Entfernung von derselben r^^^ r •\- a wird. Dann lauten die 
Gleichungen der Cykloide: 



(3) 



j I ^ rwt -f- rt sin wt, 
1*1 ^ r + a coawi. 



Die Gröfsen r und a sind hierin durch die Konstanten des Kreisels 
folgendermarsen zu bestimmen. Da nv die Geschwindigkeit bedeutet, 
mit welcher der Berührungspunkt J auf der g-Axe fortschreitet, so 
müssen wir rtc = u haben und also mit Rücksicht auf (1) und (2): 
, , , AP na 9-. 

w -■-—».-'■ 

Die Gröfse a bestimmt sich dann aus der anfänglichen Entfernung 
ijo der Punkte J und F durch die Gleichung 
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Nun mifst »;„ (tie Abweichung des Impulsvektors von der Figuren- 
axe in der Anfangslage. Bezeichnen wir das von dem Endpunkt des 
Impulsvektors auf die Figurenaxe gefällte Lot mit p und seine Pro- 
jektion auf die Vertikale mit n, so haben wir (vgl, die Fig. 49) 



(5) 



no- j^- 



■ Nä 



«■q 



Dabei ist noch, wie aus der Figur hervorgelit: 
(ö'j n'=n — NvoB^a- 

Aus (4) und (6) folgt also als Wert von a 

(6) 
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Setzen wir die gefundenen Werte von r und a in die Gleichungen (3) 
ein und drücken wir auch w nach (2) aus, so erhalten wir die Ghnckutig 
der Bahnkurve in der definitiven Form 

ÄFwn»^\ 



ÄPain». , I 



1 COS -j- ( - 




Je nachdem der Abstand a gröfser, gleich oder kleiner als der 
Radius r des Kreises ist, haben wir eine verschlungenr. eine gemeine oder 
eine gestreckte Cyklaide, welche drei Typen in der Fig. 48 angegeben sind. 

Wir haben noch einen Punkt besonders her- 
vorzuheben. Bei der Bestimmung der Impuls- 
kurve nahmen wir an, dafs die Figurenase sieh 
dauernd nur wenig von der Impulsaie entfernt. 
Die Zulässigkeit dieser Annahme ist unmittelbar 
nur für den Anfang der Bewegung einleuchtend; 
sie ergiebt sich für diesen aus den Anfangsbe- 
dingungen. Nun folgt aber aus dem periodischen 
Verhalten unserer Bahnkurven Überhaupt, dafs 
die anfangs vorhandenen Bedingungen jedesmal 
nach Durchlaufung eines vollen Cykloidenbogens 
genau wieder vorliegen. Infolgedessen gelten 
unsere Überlegungen für alle folgenden Phasen 
der Bewegung ebenso wie für die erste. 

Natürlich erhalten wir durch das Vorstehende 
nur eine angenäherte Darstellung der Bewegung. Genau genommen 
müfsten wir nicht sagen: Die Bahnkurve der Kreisekpttze unter den vor- 
liegenden AnfangsbedinffungeH ist eine Cykloidc, sondern; Dieselbe weicht 
von einer Cyhloide um so weniger o6, je gröfser der Anfangsimpuis ist uiul 
je genauer er der RicMung nadt mit der Figurenaxe zusammenfäUt. 

Von welcher Art die Abweichung sein wird, ist leicht zn sehen. 
Da die Meridianebene durch die Impulsaxe nicht genau mit der Meridian- 
ebene durch die Figurenase zusammenfällt, wird auch die Impulekiirve 
nicht genau ein Parallelkreis bez. eine Gerade sein; sie wird vielmehr, 
je nachdem sich bei der Rotation der Figurenase die eine Meridianebene 
von der anderen nach der einen oder anderen Seite hin entfernt, eine 
kleine Äusbiegung nach oben oder unten aufweisen, wie solches in der 
Fig. 48 durch die pimktierte Linie angedeutet ist. Dementsprechend 
wird auch die Bahnkurve der Erei8«lspitze, welche zu dieser gewellten 
Impulskurve gehört, kleine periodisch wiederkehrende Verzerrungen 
gegenüber der Cjkloidengestalt aufweisen. Dieselben sind jedoch in 
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der Figiir und auch in unaeren Formeln nicht enthalten; sie würden 
in letzteren den fortgelassenen Gliedern höherer Ordnung entsprechen. 

Übrigens könnten wir unsere Cykloidenbewegung so erweitern, 
dafs sie auch diese Glieder zweiter und höherer Ordnung richtig wieder- 
giebt. Wir müfsten zu dem Zwecke auf dem rollenden Kreise sbermala 
einen Kreia abrollen laasen, auf diesem eyentuell einen nächsten u. s. f 
Durch freie Wahl der Radien und 4er Umlaufsgeachwindigkeiton erbalten 
wir ein hinreichend allgemeines Schema, ura beliebige Bewegungen mit 
beliebiger Genauigkeit wiederzugeben. Unsere obige nähern ngs weise 
Darstellung der Bahnkurve erscheint unter diesem Gesichtspunkte als 
erstes Glied einer tinendlichen Reihe von Approximationen,*) 

Die Fig. 48 müssen wir auffassen als eine Bufserordentlich ver- 
grSfeerte Wiedergabe der wirklichen Verhältnisse Im Experiment wer- 
den die einzelnen Cykloidenbögen ho klein und folgen so schnell auf- 
einander, dals das Äuge sie nicht mehr wahrnimmt und den Eindruck 
einer gewöhnlichen Präcession erhält. Zum Belege dessen berechnen 
wir etwa die Durchlaufungadauer und die Spannweite des einzelnen 
Cyk loi den bogen s. Die Zeit, während welcher der einzelne Teilbogen 
zurückgelegt wird, heilte 2(a; sie beträgt nach unsem Formeln 



2(0 = 



= 2^^ v; 



sie wird also mit wachsendem N zu Null, Die Spannweite des Cykloiden- 
bogens, d. h. die Strecke, um welche die Pigurenaxe während einer 
Periode in horizontaler Richtung fortschreitet^ ist gleich 

Pl!infr„„ ÄP 



^■2m; 



AP 



diese Gröfse enthält den Faktor jj, > welchen wir oben als klein 
(< ~\ voraussetzten. Gleichzeitig mit der Spannweite wird auch die 

Höhe der Cykloidenbögen bei wachsendem N verschwindend klein ent^ 
ij P Bin g„ 



sprechend der Formel 



■ Nti 



N* 



Die sämtlichen Dimensionett der Cykloidenkurve teerden also soiusagen 
mikroskopisch klein. Das Avge nimmt von dem ganzen Sjiid der Kretsel- 



") Das im Texte angedeutete „Primip der rykloidisehen Aiinähentng" liefert 
auch die matbematiBcbe Grundlage, auf welcher die Außaaeuug der HimmeU- 
menhanik im Ptolemäiachen WeltaysUme beruht. Vgl. hierzu Möbiu», Elementa 
iter Mechanik deR Himmela, 1S13, Kap. Hl, Theorie der cpicjkloidiBchBn Be- 
wegung. Ges W. Bd. IV, 
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spitze nur ein unheslimnitcs Mittel wahr', welches in einer scheinbar regu- 
lären Präcession beste/U. 

Ein numeriachea Beispiel möge dieses TeranHchaulichen, Wir be- 
trachten ein Schwungrad, dessen Masse einen Willst von quadratischem 
Querschnitt bilden möge. Die Seite des Querschnittquadrates sei 2 cm, 
der Abstand seines Mittelpunktes von der Figurenaxe 5 cm. Der ünter- 
stützungspunkt habe den Abstand von 2,5 cm vom Schwerpunkt des 
Rades. Zur Berechnung der Trägheitamomente wollen wir uns ge- 
statten, die Masse des einzelnen Querschnittes in dem Mittelpunkt des- 
selben konzentriert zu denken. Dann findet man leicht für das ab- 
solute Mafasystem: 

C= lOOOpjr, A = 7500«, P= IOO^t^, 
unter p die Dichtigkeit des Materiales verstanden. 

Die Eigenrotation des Schwungrades betrage etwa (wie pag. 135) 
20 Umdrehungen in der Sekunde. Dann ist aeine Winkelgeschwindig- 
keit um die Figurenaxe 40 w; mithin wird 



JV=40000pii 



und 
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(iOOQOp»' )' 
75 000 (pn)' 3 



Der Bruch — kann näherungsweise gleich — gesetzt werden; es wird also 

Der hier betrachtete Kreisel ist allerdings kein Kugelkreisel. Wir 
wissen aber, dafs ein Kreisel von ungleichen Trägheitsmomenten A 
und C dieselbe Bahnkurve der Kreiselspitze in demselben Tempo be- 
schreibt, wie ein Kugelkreisel vom Trägheitamomente A und denselben 
Im pul aknn stauten n, N u. s. w. Infolgedessen dürfen die obigen Formeln 
auf unseren Fall übertragen werden. 

Beträgt nun etwa die An fangen ei gung #„ der Figurenaxe gegen 
die Vertikale 30" und überlassen wir unseren Kreisel, ohne einen er- 
heblichen seitlichen Anstofa hinzuzafügen, dem Einflul'a der Schwere, 
so ergiebt sich nach dem Vorstehenden die Durcblaufungszeit des 
einzelnen Cykloidenbogens 

„ 1600 pw' , i-i/Aj 

Die Höhe desselben wird gleichzeitig, wenn wir etwa n' direkt gleich 



Es iat klar, dafs sich diese kleinen Gröfsen der Beobachtung so 

gut wie vollständig entziehen. 
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Wie wir sehen, macht die Erklärung der pseudoregulären Prä- 
cesBion auf dem von imB eirpesrhlagenen Wege gar keine Schwierigkeit. 
Wenn man sonst diese Bewegung ilberrascheud und paradox findet, ho 
beruht das zum guten Teil darin, dafs man bei der Auffassung der 
mechanigchen Vorgänge gewöhnlich von der Funktmcchanik ausgeht 
und also in unserem Falle auaschlierglich an die nach unten gerichtete 
Wirkung der Schwere auf den frei beweglichen Maasenpuukt denkt. 
Natürlich ist eine Erklärung der pseudoregulären Präcession auch vom 
Boden der Punktmechanik möglich, wie wir im folgenden Paragraphen 
noch ansfUhrlidier entwickeln werden. Der Weg aber, welcher von 
da aus zum Veretändnis unserer Kreiselbewegung führt, ist natur- 
gemäls ziemlich lang. Er wird wesentlich abgekürzt, wenn wir von 
vornherein mit den Begriffen des Trägheitsmomentes, der instantanen 
Drehung und namentlich mit dem Begriffe des Impulses operieren, 
wenn wir also, wie es hier geschah, von der Auffassung des starren 
Körpers als eines einheitlichen mechanischen Systems ausgehen, \atilr- 
lich sind jene Begriffe auch bei uns letzten Endes aus der Punkt- 
mechanik abgeleitet, aber diese Ableitung ist eben vorweg genommen 
und braucht darum nicht hinterher zwiscbengeschoben zu werden. 

Teils um die vorhergehenden Betrachtungen zu kontrollieren, teils 
um sie in Zusammenhang zu bringen mit der allgemeinen Darstellung 
der Kreiselbewegung, wollen wir nun unser Problem noch einmal 
analytisch anfassen. Wir sind dabei in der angenehmen Lage, mit 
den Näh er ungs form ein vom Schlufs des vorigen Kapitels auszukommen, 
deren begrenzte Genauigkeit in dem vorliegenden Grenzfallc in eine 
beliebige Qenauigkeit übergeht. Zunächst haben wir uns ein Urteil 
Aber die Gröfse des Fehlers bei Anwendung jener Näherungsformeln 
zu bilden. 

Unter der Annahme, dafs der Impulavektor nahezu in Richtung 
der Figurenaxe fällt, wird die In^pulskomponente « (vgl. die Fig. 49) 
nahezu gleich Ni: Die Differenz n — Nc bezeichnen wir, wie in 
Gleichung (5') mit «', wobei n' : N als eine kleine Zahl vorausgesetzt 
wird. Daneben werden wir unsere Annahme, dafs AP : N^ eine kleine 
Zahl ist, zu benutzen haben. 

Den Ausgangsparallelkreis e sehen wir wie früher als bekannt an; 
der zweite Parallelkreis e läfst sich alsdann leicht nähemngs weise ans 
der Gleichung ii\ = bestimmen. Setzen wir nämlich in dieser 
Gleichung « = Ne + n' und vernachlässigen wir das Quadrat von n' 
gegen das von N, so erhalten wir nach Gleichung (2) von pag. 5J40, 
indem wir zusammenziehen: 
ü, = N^(l—c^){c^u)-^-'2nN{l-e') — 2AP(\-e*)(l-u*). 
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Wir nebmen ebenao wie bei der obigen geometrischen Betrachtung 
an, daSs die Anfangslage der Kigurenaxc nicht und auch nicht nahezu 
mit der Vertikalen zusammenfallt (c=^=+ 1), worauf wir mit N*{1 -~p') 
dividieren können, und erhalten zur Bestimmung von r' die Gleichung: 

(8) .-»+?i-?^{l-„')_(K 

Da die beiden letzten Terme dieser Gleichung nach Voraussetzung 
kleine Zahlen sind, sehen wir bereits, dafs die eine Wurzel {e") nahezu 
gleich r, die zweite (e") sehr grofs werden mufa. Einen genaueren 
Wert von e' erhalten wir, wenn wir in dem an sich kleinen letzten 
Gliede m durch e oder lieber noch durch m^ = ^-^ — ersetzen; so er- 
giebt sich 

(9) e'-e + 2,, .-^-^(1-».'). 

Wir haben pag. 273 zwei Fälle unterschieden, in denen die dort 
behandelten Näheningsformehi zur Berechnung von m einen beliebig 
kleinen Fehler ergeben. Der erste Fall war der, dafs c und e' hin- 
reichend wenig verschieden, der zweite der, dafs e" hinreichend grofs 
wird. Der erste dieser Fälle liegt bei der paeudoregulären Präceasiun, 
wie wir sehen, vor. In der That betrat der Vertikalabstand der beiden 
begrenzenden Parallelkreise e und c' nur die sehr kleine Qröfse '2e. 
Zum Überrtufs trifft aber in unserem Falle auch noch das zweite Kri- 
terium zu: r" wird, wie bereits erwähnt, eine sehr grofae Zahl. In 
der That, berechnen wir e" nach Gleichimg (9) von p^. 273, indem 
wir » ^ Ne ~{- n' setzen und »'^ gegen N* vemachläasigeu, so folgt 

" _ ^' _ / 
^ 2 AP ' ■ 

Dieser Wert ist nach unserer Voraussetzung Über das Verhältnis 
W* : AP eine sehr grofse Zahl; wir werden sogar den echten Bruch 
e' im Verhältnis zum ersten Gliede fortlassen köouen. Wir setzen also: 

"_ Jfl. 
^ -2ÄP' 

und mit demselben Grade der Annäherung: 

IN* 
tP(e"— w,) N^ 



(10) 



(lU'j 



Ein etwas genauerer Wert för die letztere GrÖfse wäre dieser: 
2P(f"— H,) _ N'—*AP% _ 
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wir begnügen uns im Folgenden aber lieber mit dem einfacheren Werte 
aus Gleichung (10). 

SowohJ wegen der Kleinheit von e wie wegen der Gröfae von e" 
wird der pag. 272 abgeschätzte Fehler r in unserem Falle sehr klein 
und zwar um so kleiner, je vollständiger die unserer Bewegung zu 
Gründe liegenden Bedingungen erfüllt sind. Wir können daher u mit 
beliebiger Amiäherung durch die Gleichung i>i') von pag. 272 darstellen. 
Mit Rücksieht auf die Gleichungen (9) und (10) der vorigen Seite er- 

B'öl't sieh .„- ^p V . jv 

' ' i{l— V)lam-^(. 



\N 



A^' 



Die Kleinheit von e berechtigt uns femer, auch ^ durch die 
Nftherungsforme! {14') von pag. 27ö darzustellen. Wir sahen nämlich, 
dafs der Fehler in dieser Darstellung mit verschwindendem e selbst 
verschwindet. 

Die Koeffizienten jener Gleichung lassen sich dabei in unserem 
Falle vereinfachen. Es wird nämlich, wenn wir n ^ Ne -^ n' setzen: 

« — Nua = N{e — M„) -I- w' = N'-^ + „• = _ iVf -j- „; 
also mit Hückaicht auf (9) direkt 

n - Jtfw, _ P 
Ail ^ «„^ N' 
Ähnlicher Weise vereinfacht sich der zweite Koeffizient 

Nach (10) können wir hierfür achreiben: 

N(i — »,•)' ' 

da dieser Ausdruck in Gleichung (14') von ipag. 276 noch mit der kleineu 
Gröfse £ multipliziert erscheint, können wir ihn weiter vereinfachen, in- 
dem wir (n' — Ne) gegen N vernachlässigen; die hierdurch bewirkte Uii- 
genauigkeit ist im Resultate von der Ordnung f*, würde also nur die 
Form des Restgliedes beeinflussen. Unser zweiter Koeffizient kann daher 
gleich gesetzt werden; 



Daraufhin erhalten wir aus der angezogenen Gleichung folgenden 
einfachen Nähei-ungswert für f- 

1> , e N , 

Die Bahnkurve der Kreiselspitze wird daher jetzt, wenn wir noch 
M = cos &, «0=' cos ■&(, setzen und für e den Wert aus (9) eintragen. 
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durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt: 
( C08 ■& ^ COS #0 + (jf — -jT^ ßin* *ol eil 



(11) 



AP\ 



N*> 



r>. 



in genauer Cbereinstimmung mit der Gykloidentheorie, wie wir sogleich 
noch näher ausführen werden. 

Das Verhältnis dieser Formeln zu der allgemeinen Darstellniig der 
Kreiselbewegiing durch die elliptischen Integrale ist nach den Aus- 
einaiidoraetzungen von pag. 274 und 277 klar. Die Kleinheit des Moduls 
k bez., was dasselbe bedeutet, des Fehlers t erklärt zur geniige, wes- 
halb die elliptischen Integrale in unserem Falle durch trigonometrische 
Funktionen mit guter Annäherung ersetzt werden können. 

Diese Bemerkungen werden teilweise hinfällig, wenn unsere ur- 
sprünglichen Voraussetzungen nur teilweise erfllUt sind. Wenn z. B. 
der Aufangsimpuls nahe mit der Figurenaxe zusammenfällt und aufser- 
ordentlich grofs, aber nicht grofs gegen die Schwerewirkung ist, d. h. 
wenn n'/N, aber nicht AP/N^ eine kleine Zahl ist, so wird die Be- 
wegung von der pseudo regulären Präcesaion wesentlich verschieden ; 
die Fehler in unseren Näberungsformeln können sehr beträchtlich sein. 
In der That wird sich ein Kreisel mit grofsem N und P ebenso yer- 
halteu, wie ein Kreisel mit entsprechend verkleinerten Werten von N 
imd P; er kann daher die im vorigen Kapitel geschilderten allgemeiueu 
Bewegungen beschreiben, welche mit beliebiger Genauigkeit nur durch 
die elliptischen Integrale dargestellt werden können. Wenn andrerseits 
der Eigenimpuls sehr grols, das Sflhweremoment nicht sehr grofs ist 
und die Impulsaxe in der Anfangslage wesentlich von der Figurenaxe 
abweicht, d. h. wenn AP/N^ aber nicht n'/N klein ist, so werden die 
Parallelkreise e und e' nicht mehr benachbart zu sein brauchen. Immerhin 
ist dann noch der Wert von e" (s, Gleichung (9) von pag. 273) sehr 
grols, so dal's der Fehler in der trigonometrischen Darstellung von « 
auch dann noch sehr klein wird. Li diesem Falle, können wir sagen, 
liegt ein Kreisel vor, welcher einem kräftefreien Kreisel (von mäfaigem 
N und verschwindendem P) benachbart ist. So wie die Bewegung des 
letzteren genau, so kann die des ersteren angenähert durch trigono- 
metrische Terme beschrieben werden. 

Dafs unsere Gleichungen (11) mit den früheren Formeln (7) identisch 
sind, erkennt man folgendermal'sen : Wir ersetzen zunächst die Kiigel- 
oberfläche wieder durch ihre Tangentialebene an der betrachteten Stelle 
der Bahnkurve, was wegen der aulserordentlich kleinen Dimensiouen 
der letzteren gestattet sein wird. Die mittlere Fortschreituugsrichtuug 
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u ^ Ug der Kreiaelspitze machen wir zur z-Axo eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems (-^y), desseii Änfangspiuikt mit dem Orte der 
KreiseLtpitze xur Zeit / ^^ zusammenfallen möge. Alsdann drduken 
sich die rechtwinkligen Koordinaten x, y der Kroiselspit/e leicht durch 
ihre früheren Koordinaten 4', u aus. Da nämlich iji (von einer additiven 
Konstanten ahgesehen) das Azimuth ist, um welches die Projektion 
der Figurenase in der Äquatorebene von ihrer Anfangslage aus his 
zur Zeit i fortgeschritten ist und da andrerseits x die horizontale 
Verrllckuug der Kreiselspitze auf der Kugeloberiläche (bez. iu deren 
Tangentialebene) während derselhen Zeit bedeutet, so verhält sich id 
zu X, wie der Radius des Äquators zu dem lladius des durch die 
Kreiselspitze bin durchlaufen den Parallel kreise«, d. h. augenähert wie 
1 zu sin dg. Es wird also 

X ^ ^ sin #0 . 
Femer bedeutet m — «^ = cos * — cos #<, die vertikale Projektion 
der meridionalen Abweichung der Kreiselspitze von dem mittleren 
Parallelkreise u„. Diese meridionale Abweichung selbst ist aber unsere 
Koordinate y. Wir haben daher 
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Infolgedessen gehen die Gleichungen (9) über i 
AP aia fr.\ 



(12) 



JV T^ Vä' sin I 

/ n Ji 

y= twin*.-- 

Kormeln unterscheiden sich nun \ 
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Diese Kormeln unterscheiden sich nun von den Gleichungen (7] nur 
durch eine Verschiebung des Koordinatensystems. Während uusem 
g-Axe frUher mit der Impulskurve zusammenfiel und (vgl. Fig. 48) 
unsymmetrisch gegen die Bahnkurve der Kreiselspitze lag, haben wir 
unsere x- Axe so gewählt, dafs sie mit dem mittleren Orte Ug der Kreisel- 
spitze identisch ist. Wir bringen die Gleichungen (7) und (12) auch 
zur formalen Übereiustimmung, wenn wir setzen: 
, APtrn ö„ 

-»■-$, y-n jv~' 

und , wenn wir Überdies den Anfangspunkt der Zeitmessung um — ^ 
verschieben. 

Unsere Bahnkurve (12) können wir daher wieder geometrisch als 
Vyklouie durch Abrollung eines Kreises auf einer Geraden erzeugen 
oder wir können auch, was im vorliegenden Fall auf dasselbe hi 
kommt, unsere Bewegung als ffberlat/erunff einer reyidiirm Prücvssion 
und einer Nutation im Sinne von pag. 27t> auffassen. 
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Die Gleicbimgen der r^ulären Präeeasion entnehmen wir den 
ersten Gliedern der rechten Seiten toq (11); sie lauten 

(13) COBft = C08*„, t = }t- 

Die Nutatiyn beschreiben wir am besten durch ihre Gleichung in 
den -j:, y- Koordinaten, welche wir den zweiten Termen der rechten 
Seiten von (12) entnehmen. Wir haben 

,,,, Nt . Nt n' AP%ia». 

(14) .x = Bmz-^, y = s9m-^, ^ = jv^i^ IV^-"" 

Unter den speziellen Voraussetzungen, welche der psendoregulären Prä- 
cession zu Grunde liegen, wird also die Mutation eine kreisförmige 
Schwingung-, ihre horizontale und ihre meridionale Amplitude sind beide 
gleich t. Dagegen sahen wir, dafs unter den allgemeinen Voraus- 
setzuagen am Schlüsse des vorigen Kapitels sowie bei den der regu- 
lären Präcession benachbarten Bahnen die Nutati on eine eUiptische 
Schwingung war. Ferner wird die Ntilationsjwriodej d. h. die Gröfae 

(15) ^"-^r 

bez., wenn wir statt (10) die etwas genauere Gleichung (10') zu Grunde 
legen, die Gröfae 



bei der pseudoregulären Präcession mit wachsendem N unendlich klein, 
während sie beispielsweise bei den Nachbarkurven der regulären Prä- 
cession endlich blieb. Schliefslich wird jetzt auch die Präcessio)is- 
gesehwindigieit ^ unendlich klein, während sie im allgemeinen gleich- 
falls einen endlichen Wert hatte. 

Von den beiden Teilbewegungeii, in welche wir die paeudoreguläre 
Präcession zerlegt haben, nimmt nun das Äuge bei der Beobachtung 
nur die erste deutlich wahr. Allerdinga ist diese Bewegung, wie wir 
eben bervorhoben, bei genügend grofsem N äufserst langsam. Dafllr 
geht in ihre Gleichungen aber der Faktor t eiplicite ein. Trotz des 
äufserst geringen Wertes der Winkelgeschtcindigheit werden wir daher, 
wenn wir die Beobachtungszeit nur lange genug ausdehnen, eine deutlicJie 
Präcession der Figurenaxe bemerken können. In den Gleichungen unserer 
zweiten Teilbewegung dag^en tritt t nur als Argument der trigono- 
metrischen Funktionen auf. Diese schnell veränderlichen Terme von 
geringer absoluter GrÖfse entzie/ien sich daher dauernd der Beobachtung. 
Den hierdurch bezeichneten Unterschied können wir auch mit Be- 

KlBtD-BomiB*r(«ld, KnliglbswaBaDB. -20 
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nutzung einer in der Äetronomie ilbticben Terminologie folgi^ndermal'aeu 
formulieren: 

Unsere freie THlhewegang sleüt eine siiculare, umere zweite eitie 
periodische SlÖrunff rfw Rulielage dar. 

Während aber unsere erste Teilbeweguiij^ für die Beschreibung 
der Bahnkurve bez. fBr die Schilderung des Beobachtungaergebnisses 
die auBschlaggebende ist, wird die zweite Teilbewegung fUr die mecha- 
nische Erklärung des Yorganges die wichtigere. 

Die mechanische Erklärung hat nämlich, nach den Orundgeaetzen 
der Dynamik, nicht sowohl an den Ort, als an die Geschwindigkeit 
und die Beschleunigung der Massenteilchen anzuknüpfen. Differentiieren 
wir nun aber die Gleichungen unserer Bahjilnirve nach /, so verschiebt 
eich das OrUfsenverhältnis der einzelnen Terme. Die periodischen 
Glieder multiplizieren sich nämlich jedeHmal mit dem (sehr grol'sen) 
Faktor -j, während das säculare Glied den Faktor t verliert bez. {bei 
zweimaliger Differentiation) Oberhaupt verschwindet. Infolgedessen 
wird die Erklärung des Bewegujigsvorganges wesentlich auch auf die 
zweite Teilbewegung ßUck sieht nehmen müssen. Wollten wir, ge- 
stützt auf eiu ungenaues Beobachtungsergebnia, die Bewegung als eine 
wirkliche regn^re Fräcessiou behandeln, so roQlBte sie uns iu der That 
unverstäudlich und paradox erscheinen. Die meckcmische Erklärung mufs 
sich vielmehr in unserem Falle gerade auf diejenigen Momente der Bewegung 
gründen, weiche in der Beobaclitung so gut wie gänglich verloren gehen. 

In diesen Ausführungen sehen wir die vollständige Auflösung des 
Paradoxons der Kreiselbewegung. Wir erkeimen insbesondere, wa/nim 
die Sesckreibung der unter den Üblichen experimenlellen Bedingungen vor 
sich gehenden Kreiselbewegung als äner regulären Präeessüm eivar die 
Beobachtungen sehr gut wiedergeben, edier dennoch für die mechanische 
Erklärung unsareichend sein kann. 

In historischer Hinsiebt bemerken wir schliefslich , dafs die pseudo- 
reguläre Präcesaion, wenn auch nicht unter diesem Namen, zum ersten 
Male von Poisson*) aus den allgemeinen Differentialgleichungen der 
Bewegung abgeleitet worden ist. Nur ist bei Poisson ebenso wie bei 
den späteren Analytikern**) dae in geometrischer und mechanischer 
Hinsicht Wesentliche nicht so ausführlich wie hier aus den Formeln 
herausgeschält. Der Leser läuft hei der Lektüre dieser rein analytischeu 
Darstellungen Gefahr, gerade das Wichtige zu übersehen »der mangel- 
haft aufzufassen. 

*) Vgl, Tmit^ de M^caniquc, t. TI, Nr. 4äS, pag. 17C> der zweiten Ausgabe. 
••) Z. U. Kirchhotf, Medmuik, 7. Vorlesung, 9 5. 
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Die in der Idtteratur vorkommeiideD populären Erklärungen 
des Ereisalphäuomens. 

Die elementaren DarateUimgen der Kreisel thoorie befassen sich 
uabezu ausscbliei'siich mit der pseudoregulären Präcession, weil dieae 
für das Experiment hauptsUcIilich iu Betracht kommt und weil die 
aligemeino Kreisel bewegung sich mit elementaren Hülfsmitteln über- 
haupt nicht darstellen läfat. Wir geben daher an dieser Stelle eine 
Übersicht der wichtigeren populären Erklärungen, ohne dabei irgend 
auf Vollatündigkeit Anspruch zu machen- Das Gesamtbild, welches 
sich hier ergiebt, ist kein sehr erfreuliches. Wir werden auf mancherlei 
unhaltbare oder unvollständige Erklärungsversuche stoiaen. Übrigens 
war gerade dieser Umstand die ursprüngliche Veranlassung zur Ab- 
fassung der vorliegenden ausführlichen Monographie. 

1. Eine erst« Kategorie von Darstellungen begnügt sich mit einer 
blofsen Schilderung der Vorgänge. Vor allen Dingen ist es folgendes 
Experiment, welches betont wird: Wenn man den Kreisel in starke 
Rotation versetzt und alsdann auf die Pigurenaxe einen Zug wirken 
läfst, etwa dadurch, dafa man die Kreiselspitze durch einen herumge- 
schlungeuen Faden zur Seite zieht, so weicht die Äxe scheinbar senk- 
recht gegen die Richtung des Fadens aus. Diese und ähnliche Dinge 
werden besonders lebhaft in dem früher citierten*) interessanten Schrift- 
chen von Perry vorgetragen, wo der Kreisel geradezu mit einem 
eigensinnigen Tier verglichen wird, welches immer in anderer Richtung 
läuft, als ea angetrieben wird. 

Das genannte Experiment kann dazu dienen, das Verhalten der 
Figureuaxe unter dem Etnflula der Schwere zu erläutern. In der That 
können wir die Schwerkraft mit einem Zuge vergleichen, welche den 
Schwerpunkt und also auch die Figurenaxo in jedem Augenblicke nach 
unten zu bewegen strebt. Dem Ex;periment entsprechend werden wir 
also erwarten, dafs die Spitze des schweren Kreisels aeheinbar senk- 
recht gegen die Schwerkraft, d. h. in horizontaler Richtung ausweicht. 

Als blofses Beobachtungsergebnis muls man eine solche Darstellung 
der Verhältnisse gelten lassen. Sie hat ihre Richtigkeit aber imr inner- 
halb der Ungenauigkeitsgrenzen der Beobachtung. Thatsächüch wissen 
wir, dai'a die anfängliche Bewegungariehtung der Kreisel spitze, falls wir 
sie ohne Uinzufilgung eines seitlichen Anstofses dem Zuge des Fadens 
bez. dem Einäufs der Schwere Überlassen, nicht senkrecht gegen den 
Zug, sondern iu die Richtung des Zuges fällt (vgl. die uebenstehende 

•) pag, 134. 



308 '. Bnondftv BnrcgtmgitbiTi] en 



1 »eh wereii sjmmetmchen Ercüelt 




Zackenkarre [gemeine Cykloide]} und daüi nur die Eleinlieit der Bögen, 
aus denen sich die Bahnkurve bei sehr groisein Eigenimpuls zusanunen- 
setzt, den genannten Eindruck im Experimente herromifl. 

2. Die beschriebene ungeuaue Beobachtung sucht man nun gelegent- 
lich durch einen unrichtigen Schluis aus den Prinzipien der Mechiuiik, 
wie folgt, zn erklären: Der Kreisel rotiere anfänglich um 
die Figurenaxe, welche irgendwie gegen die Vertikale 
geneigt sei. Die Figurenaxe stellt dann gleicbzeit^ die 
Rotations- und die Impulsaxe dar. Nun kommt der kon- 
tinaierliche Zug der Schwerkraft zur Wirkung. Diesem 
entspricht ein Drehimpuls, welcher senkrecht gegen die 
''* ** durch Figurenaxe und Vertikale gelegte Meridianebene ge- 

richtet ist und welcher sich mit dem ursprünglich en Drehimpulse nach dem 
Parallel ogramni der Kräfte zusammensetzt. Man sa^ nun: Die Diagonale 
des Parallelogramms giebt die veränderte Lage der „Äxe". Daa ist richtig 
bezüglich der Impulsaxe und beim Kugelkreiäel auch bezüglich der Ro- 
tationsaxe. In den Erklärungen, die wir im Äuge haben, wird aber unter 
„Äxe" fernerhin ati lisch weigend die Figurenaxe verstanden, für die das 
Gesäte keineswegs zutriSt; es wird also geschlossen, dals die Figurenaxe 
beständig senkrecht gegen die genannte Meridianebene, d. h. auf einem 
Kreiskegel um die Vertikale fortschreiten müsse! — In Wirklichkeit be- 
wegt sich die Figurenaxe natürlich auf einem Ereiskegel um die jeweils 
veränderliche Drehungsaxe, welche ihrerseits durch die Lage des Impulses 
bestimmt ist. Die Folge ist, dafs die Figurenaxe anfangs keinesw^s 
senkrecht gegen die Richtung des Zuges ausweicht, sondern sich vertikal 
nach unten bewegt. Fällt, wie hier vorausgesetzt wurde, die Impuls- 
und Figurenaxe anfangs zusammen, so ist eine wirkliche reguläre Prä- 
cession schlechterdings unmöglich. Die Bedingung für die letztere be- 
steht vielmehr, wie wir früher sahen, darin, dafs Impuls und Figuren- 
axe in gewisser Weise auseinanderfallen , d. b. dafs der Kreiselspitze 
aufser dem Zuge der Schwerkraft ein ganz bestimmter seitlicher Änstofa 
erteilt werde. 

Das ganze Verfahren, welches wir im Vorstehenden besprochen 
haben, kann als ein vorzügliches Beispiel einer „quatemio terminorum" 
gelten. Der Irrtum rührt einfach daher, dafs das Wort Äxe in zwei 
verschiedenen Bedeutungen gebraucht wurde; derselbe ist um so merk 
würdiger, als man notwendiger Weise fragen muis: Was wird aus der 
Bewegung, wenn die Geschwindigkeit der Änfangsrotation nachJälJät, in 
welchem Falle auch die Beobachtung eine Abweichung von der regulären 
Präcession deutlich erkennen läTst? 

Der genannte Irrthum ist keinem geringeren, wie dem berühmten 
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französischen Experimentator Foucault und seinem Konkurrenten 
Sire pasBiert und findet sich seitdem häufig in der Litteratur. Wir 
verweisen bezüglich genauerer Angaben auf eine verdienstvolle Arbeit 
von Gilbert*): Etüde bistoriqueet critiquesurle problemedela rotation. 

3. Wir gehen nun auf die sogenannte Airysclic Erjcläruit^ ein, 
die gleichfalls in einem wesentlichen Punkte bedenklieh ist. Ala 
Astronom interresiert sich Äiry**) namentlich für das Problem der 
Präcesaion und Nutation des Erdkörpers; diesem schickt er seine 
elementare Theorie der Kreiaelbewegung als Einleitung voraus. 

Airy leitet xunächat den Satz von dem Parallelogramm der Drehungs- 
vektoren ab, hebt aber nicht hervor, dafa dieser Satz lediglich eine kine- 
matische Bedeutung hat. Den Begriff des Impulavektora und das ParalMo- 
gramm der Impulsvektoren, welches in kinetischer Hinsicht allein mafs- 
gebend ist und den Ablauf der Bewegung reguliert, hat Airy nicht. 
Die Massenverteilung des Eörpen< bleibt angeblich ganz allgemein. 

Airy behandelt nun ein Rotationsproblem, welches mit dem des 
schweren Kreisels nur eine entfernte Ähnlichkeit hat. Er setzt nämlich 
voraus, daTs auf den Körper eine Kraft wirkt, welche ihn beständig 
um eine aiur Drehutigsaxc OD senkrechte und in einer festen Ebene 
AOD gelegenen Axe OA zu drehen strebt. Die örÖfse der Kraft soll 
unveränderlich sein. (Hiergegen ist zu bemerken, dal's bei dem wirk- 
lichen Rotationsproblem des schweren Kreisels die Axe der Zusatz- 
drehung (die Knotenlinie) nicht auf der Drehungsaxe sondern auf der 
Figurenaxe senkrecht steht und im allgemeinen auch nicht konstant 
ist, ein Umstand, dessen sich Airy selbstverständlich vollkommen bewufst 
ist. Es handelt sich bei Äiry zunächst eben nur um ein fingiertes 
Problem.) Durch successive Anwendung des Satzes vom Parallelo- 
gramm der Drehungs Vektoren schliefst Airy, dal's der Drehungsvektor 
der Grdfse nach konstant bleibt und der Richtung nach in der Ebene 
AOD mit konstanter Geschwindigkeit umläuft. 

In diesem* Schlüsse liegt aber, wenn wir zunächst jenes fingierte 
Gesetz über Richtung und Grofse der Zusatzdrehung einmal acceptieren, 
ein prinzipieller Fehler. Es wird nämlich dabei auf die Möglichkeit 
der „Eigenbewegung" des Drehungsvektors keine Rücksicht genommen. 
Auch wenn die äulsere Drehkraft, welche bei Airy die Rotation 
um OA hervorbringt, nicht wirken würde, wird die Drehungsaxe OD 

*) ÄimaleB de lu. soci^t« ücientifiqiie de Bmielles, IgTS. Auf einen ähnlichen 
Fehler macht gelegentlich Herr Franke aofmerksam: Ztschr. f. d. mnthem. u. 
naturw, Unterricht, Bd. 17, 1886. 

**) Air;, Mathematical Tracts, Cambridge 1931. Vgl, das Kapitel: PreceBsion 
of the equinoses Nr. 1 — 15. 
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im allgemeinen tm Körper und im Räume wechseln. In der Thnt be- 
Bchreibt ja der krüitefme Kreisel im allgemeinen eine reguläre Prä- 
cesaion, bei welcher der Rotationavektor äuf einem Kreiskegcl um die 
Impulflaxo herumgeführt wird. Airy di^^egen nimmt Htillüchwcigend 
an, daXa, wenn die üulsere Kraft plötzlich zu wirken aufhören würde, 
die Drehungsaxe in der augenblicklichen Ltige verbleiben würde. 

Die genannte VoraUBsetzung ist mir in dem besonderen Falle des 
Kugeikreisels erfüllt, wo, wie wir betonten, jede Axe als permanente 
DrebungBaio angesprochen werden kann. Infolgedessen müssen wir 
s^cq: Die Äiryschen Sätze gelten nicht für den allgeineincn Fall eines 
rotierenden Korpers, sotidem im Gegenteil nttr für den spesidlsten FaÜ, 
den Fall des Kugelkrmeb. 

Überhaupt möchten wir bei dieser Gelegenheit vor einer Über- 
schätzung der kinetischen Bedeutung des Drehungsvektors warnen. 

Dct" Drehungsvelitor Iclirt im Grunde nur den augenblicklichen kine- 
matisclicn Tieivegungszustand kennen. In kinetischer Hinsicht kommt es 
nicht auf den Drchungs-, sondern auf den Impulsvektor an. Dieser setzt 
sich mit dem Drehmomente der äuTseren Kräfte in einfachster Weise 
(nach dem Parallelograramgesetze) zusammen und bestimmt so zu- 
sammen mit der Massen Verteilung des Körpers den Verlauf der Be- 
wegung. Der Drehungavektor folgt darauf der Lage des ImpuJsvektors 
und bewegt sich gerade so, wie es ihm durch die Lage des tmpuls- 
vektors und die Massen Verteilung dos Körpers vorgeschrieben wird. 
Das Parallelogramm der Drehungsvektoren ist zwar kinematisch richtig, 
aber kinetisch nichtaaagend, weil der Drehungavektor auch ohne Hinzu- 
fügung einer „äufscren", d. h. einer durch Üufsere Kräfte hervorge- 
rufenen Drehung, im Körper und im Räume fortwandem kann. 

(Ein einfaches Beispiel, auf welches Herr Koppe (vgl. unten) auf- 
merksam gemacht hat, möge zeigen, wie man in kinetischen Fragen 
durch das Parallelogramm der Drehungen zu falschen Eesoltaten ge 
führt werden kann. 

Wir fragen nach dem Drehmoment, welches bei einem (symme- 
triachen) Kreisel zum Verdrehen seiner Figurenaxe erforderlich ist. 
Genauer wollen wir die Frage folgendermalsen formulieren: Der Kreisel 
rotiere anfangs um seine Figurenaxe OF und sei dem Einflufs äu&erer 
Kräfte entzogen. Seine Rotationsgeschwindigkeit sei r, sein Impuls 
Cr = N. Darauf drehen wir die Figurenaxe zwangsnüifsig um den 
kleinen Winkel d&, so zwar, dafa, wenn wir die Axe loslassen, der 
Kreisel mit der ursprünglichen Geschwindigkeit r um die abgeänderte 
und von jetzt ab im Räume stillestebende Axe 07''j permanent rotiere 
(vgL Fig. 51). Gesucht wird das hierzu erforderliche Drehmoment. 
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ind OF.. Die 



Zur Herbeiführung des gettauuten Sachverhaltes ist nach der Impuls- 
theorie zweierlei nötig: (1) Man mufs der Figurenase eioe Drehge- 
achwindigkeit um die auf OF und OF^ senkrechte Äxe OH erteilen 
und muls diese Geschwindigkeit aufheben, wenn die Lage OF^^ er- 
reicht ist. Die zugehörigen Impulse, welche gleichfalls um die ge- 
meinsame Senkrechte von OF und OF^ erfolgen, 
heben sich gegenseitig auf (OH^ — OB",). (2) Mau 
muTs aufserdem für die Umlagerung des Impuls- 
vektore aus der Lage OF in die Lage OF^ sorgen. 
Tliäte man dieses nämlich nicht, so würde die 
Figurenaxe, nachdem sie die Lage OF, erreicht 
hat, um die unveränderte Lage OFdes Impulsvektors 
eine reguläre Präceasion beginnen, anstatt, wie wir 
verlangten, im Räume stille zu stehen. Der zur Um- 
lagerung erforderliche Znsatzimpiils ist di ^ Nd9; 
seine Axe OG hegt in der Ebene OFF^ senk- 
recht zu den unendlich wenig verschiedenen Axen 07^ u 
Anderungsgesch windigkeit des Impulses , giebt nach Ase und Grofse 
das Drehmoment an, welches wir bei Verdrehung der Figurenaxe auf- 
wenden müssen. Die richtige Antwort auf unsere Frage, wie sie sich 
aus dem Parallelogramm der Impulsvektoren ergiebt, lautet also: 
^■*'= Cr»-. 

Dieselbe Frage möge nun nach dem Parallelogramm der Rotations- 
vektoren beantwortet werden. Zur Umlagerung und nachheri gen Fixierung 
der Figurenaxe ist wieder im Ganzen kein Drehmoment erforderlich. Zur 
Umlagerung der Drehungsaxe mufo man nach dem Parallelogramm 
der Rotationen die Drehung rfr' um die Ase OG hinzuftlgen. Das 
dieser Drehung entsprechende Drehmoment findet man in bekannter 
Weise durch Multiplikation der genannten Winkelgeschwindigkeit mit 
dem 7.U OG gehörigen Trägheitsmomente A. Das Drehmoment, nach 
welchem gefragt ist, wäre hiernach 

Ar&'. 

Der falsche utid der richtigt: Werl stimnKti, wie nuin sii^Jil, nur im 
FaHe. des Kugelkreisels iibereiti. In jedem andereti Falle kann die Afh 
wendung des Parallelogramms der Rotatitmen in der Kinetik irreführend 
werden.) 

Dementsprechend ist die Airysche Betrachtung för den Fall des 
allgemeinen oder des symmetrischen Kreisels dahin zu ergänzen, da(s 
man überall statt Rotationsvektor Impulsvektor sagt. So macht es 
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PoiuBot in seiner Theorie des (.'quinoxes.*) Er betrachtet übrigens 
einen etwas allgemeineren Fall wie Airy, indem er den ZuBatzimpuls 
senkrecht zu dem vorhandenen Impulse und überdies in einer festen 
Ebene annimmt, welche nicht durch den vorhandenen Impuls hindurch- 
zugehen braucht (während Airy, wie erwähnt, eine Zusatzdrehung in 
einer durch die jeweilige Drehungsaie hindurchgehenden Ebene voraus- 
setzt). Führt man in diesem Falle die succesaiven Parallelogramm- 
konstruktionen mit dem Impulsvektor aus, so sieht man, dal's dieser 
einen Kreiskegel lun die Normale der festen Ebene beschreibt, also 
im Speziellen einen vertikal gestellten Kreiskegel, wenn man die feste 
Ebene als Horizontalebene denkt. Natürlich deckt sich auch das 
Poinsotsche Problem wegen der angegebenen Voraussetzung über die 
Richtung des Zusatzimpulses mit dem Problem des schweren Kreisels 
nicht vollständig, wie Poinaot seibat ausdrücklich hervorhebt. Dem- 
entsprechend ist auch das angegebene Resultat, dala der Impulskegel 
ein Kreiakegel wird, för den schweren Kreisel nur angenähert richtig. 

Unsere eigene populäre Erklänmg der psoudoregulären Präceasion 
im Anfange des vorigen Kapitels stellt geradezu eine Weiterfahrung 
der Poinaotschen Darstellung vor. Wir haben dort auf Grund der 
Poinsotschen Impulsprinzipien die succesaiven Lagen der Figurenaxe 
im Raum ermittelt und haben auch den Sinn der Abweichungen fest- 
gestellt, welche die wirkliche Bewegung gegenüber unseren immerhin 
nur angenäherten Konstruktionen aufweisen wird. 

Nach einer anderen Richtung wie Poinsot (nämlich durch Berück- 
sichtigung der Nutationen) vervollständigt Herr A. Schmidt die 
Airjache Erklärung in seiner anregenden Arbeit**) „Die elementare 
Behandlung dea Kreiaelproblems". Indessen müfste man auch hier die 
Beschränkung auf den Kugelkreisel hinzufügen, weil der Verfasser 
durchweg mit dem Parallelogramm der Rotationen operiert, statt, wie 
es für kinetische Fragen im allgemeinen nnerläCslich ist, mit dem 
Parallelogramm der Impuls vektoren. 

Wie hervorgehoben, werden weder die Airyschen noch die Poinsot- 
schen Voraussetzungen bei der allgemeinen Bewegung des schweren 
Kreisels realisiert. Der Zusatzimpuls bez. die Zusatzdrehung steht hier 
weder senkrecht auf der Drehungaaxe noch auf dem Impulsvektor, 
sondern auf der Figurenaxe. Nur bei der genauen regulären Präcesaion 
sind wegen der besonderen gegenseitigen Lage von Vertikalen, Rotationa- 
Figuren- und Impulsaxc die Voraussetzungen der Airyschen bez. der 
Poinsotschen Betrachtungen genau erfüllt. 

•) CöimaiBBance des temps, Paria 1857, Einleitung, Nr. 1—10. 
**) Mathem.-naturw.-MitteÜungen von Bökleu, 1S86, Heft IH. 
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Die Nutzanwendung der Airyaclien Betrachtung auf den Fall des 
schwerea Kreisela wird in der theoretischen Phyaik von Hrn. v. Lang*l 
versucht. Um ein den Airyachen Voraussetzungen analoges Problem 
zu haben, nimmt v. Lang als Änfangszustand eine einfache .Rotation 
um die Figurenase an, so dafs anfangs die der Schwere entsprechende 
Zusatzdrehung auf der Drehungsase senkrecht steht. Dieser Sachverhalt 
mufa sich aber eben wegen der Schwere Wirkung sofort äudem. Wenn 
trotzdem vorausgesetzt wird, dafs die hinzukommende Drehung (besser 
der Drehungsimpuls) auf der instantanen Drehungsaxe (besser Impuls- 
ase) dauernd senkrecht steht, so scheint eine abermalige Zweideutigkeit 
in der Verwendung des Wortes „Äxe" vorzuliegen. Dementsprechend 
ist auch das Resultat, zu welchem v. Lang kommt, nicht richtig. Nach 
seiner Ableitung müfste die Drehungsaxe gctiatt einen Kreiskegel um 
die Vertikale beschreiben, was, wie wir wissen, bei dem voraus gesetzton 
Anfangazustande nur angcnühcrt und awk dies nur hd sehr grofsen 
Bßtattonsgeschwimligkeiteyi richtig ist. Überdies mttfste man, wenn man 
die V. Langsche Benutzung des DreJiungsvektors aufrecht halten will, die 
ausdrückliche Beschränkung auf den Kugelkreisel hinzufügen. 

Eine korrekte Darstellung giebt im Anschlüsse an Poinsot 
De Jonquierea**), welcher das Auftreten der Spitzenkurve ableitet. 

4. Auf wesentlich anderen Prinzipien wie die zuletzt genannte 
oder wie unsere eigene elementare Betrachtung am Anfange des vorigen 
Paragraphen beruht die bekannte Poggendor/fsche Urkliiritng.*'**) Während 
wir den Kreisel als ein einheitliches mechanisches System behandelten, 
geht Poggendorff auf die Bewegung der einzelnen Hassenpunkte zurück. 
Bei der Kürze und dem ganz elementaren Charakter der Darlegungen 
ist die Poggendorffsche Erklärung keine vollständige und giebt leicht 
zu Irrtömem Anlafs. Wir reproduzieren dieselbe in etwas freier Weise, 
ohne mit Sicherheit behaupten zu können, dafs wir im Folgenden die 
Meinung des Verfassers, die aus seinen Worten nicht ganz eindeutig 
festzustellen ist, genati wiedergeben. 

Wir betrachten mit Poggendorff ein Schwungrad von horizontal 
gestellter Figurenaxc, weiches um einen Punkt der Axe frei drehbar 
ist und welchem eine bestimmte Rotationsgeschwindigkeit um die Axe 
erteilt worden ist. Wir denken uns das freie Ende der Asc in der 
Vertikalebene ein Stückchen nach unten bewegt, was dem Anscheine 

•) § 6ö. 
"•1 Theorie (SlÖmentaire du mouvement de la toupie, Hevae maritime et co- 
louiaJe, ISSO. 

••^ „Noch ein Wort über die FeaBelache Rotationsmaschine." Poggendorff« 
Anmalen, Bd 90, pag. SiB. 



nach der Einwirkung der Schwere auf da« Schwungrad entspricht. 
Diese Bewegung bezeichnen wir kurz als Bewegung I. Offenbar wer- 
den durch diese Bewegung die Geschwindigkeitsvektoren der einzebien 
Massenpunkte teils parallel mit sich verschoben, teils aus ihrer Richtimg 
abgelenkt. Letzteres erfordert für jeden Punkt eine Kraft, deren Gröfse 
und Richtung gleich ist der An^ierungsgeschwindigkoit des Impulses 
in dem betreffenden Massenpunkte. Setzt man alle diese Kräfte zu 
einer Drehkraft zusammen, so findet man leicht eine Drehkraft von 
vertikaler Axe. Letztere mtifsten wir ausüben, wenn wir die Bewegung I 
erzwingen wollen. Üben wir sie nicht aus, denken uns aber trotzdem 
dem Schwungrade die Bewegung I erteilt, so bleibt eine der genannten 
entgegengesetzt gleiche Drehkraft übrig, welche, wenn sie allein wirk- 
sam wäre, eine Bewegung der Figurenaxe in horizontaler Richtung be- 
wirken würde. Letztere werde als Bewegung II bezeichnet. Die Be- 
wegung II würde nun ihrerseits eine Richtungsänderung in den Einzel- 
impulsen der Massenpunkte bewirken. Die hierzu erforderlichen Kräfte 
setzen sich zu einer Drehkraft von horizontaler Axe zusammen. Diese 
müfate wiederum von aufaen hinzugefügt werden, wenn die Bewegung II 
für sich möglich sein soll. Im anderen Falle bleibt eine entgegen- 
gesetzt gleiche Drehkraft von horizontaler Axe übrig, welche eine Be- 
wegung III bewirkt, der zufolge die Figurenaxe vertikal nach oben, 
also der Bewegung I entgegen gedreht wird. Das Auftreten der Be- 
wegung III erklärt nun, warum die durch die Schwerkraft gegebene 
Bewegungstendenz I auf die Dauer nicht anhält, sondern durch die 
allmählich wachsende Bewegungstendenz III überwunden werden kann. 
Das Auftreten von II zeigt gleichzeitig, dal'a die Punkte der Figurenaxe 
unterdessen eine horizontale ßeschwindigkeitakomponente erhalten können. 
Die wirkliche Bewegung, müssen wir uns vorstellen, besteht in einer Korn 
bination der Bewegungen 1, II und III ( und zwar, wie wir nach Früherem 
hinzufügen können, in einer derartigen Kombination, dafs sich die zur 
Hervorb ringung dieser Bewegungen erforderlichen Drehkräfte jederzeit zu 
einer dem Schweremoment genau gleichen Drehkraft zusammensetzen). 

Wie man sieht, wird durch die vorstehende ziemlich rohe Be- 
trachtung nur ein sehr ungefähres Bild der resultierenden Bewegung 
gewonnen. In welcher Stärke die unterschiedenen Bestandteile I, II, III 
der Bewegung jeweils auftreten, bleibt völlig unentschieden. Über die 
Gestalt der Bahnkurve, welche die Kreiselspitze auf der Kugelober- 
fläche beschreibt, kann daher lediglich auf Grund der obigen Über- 
legung nichts Näheres angegeben werden. 

Die Poggendorffsche Ausdrucksweise ist, wie gesagt, von der vor- 
stehenden etwas verschieden. Sie legt den Irrtum nahe, als ob die 



i 



S 3. FopoUrQ EreiMllittemlnr. 315 

BeweRimgen 1 und III sich gegenseitig kompeasieren könnten, so dals 
eine rein horizontale Bewegung der Kreiselspitze übrig bleiben würde. 
Dies ist natürlich gÜuzHch unmöglich, sofern das Sehwungrad in der 
Anfangslage keine horizontale Fortsc hreitungskomponente besitzt. 

In den Lehrbüchern *_), welche die Poggendorffacho Erklaning 
wiedergeben, wird besagter Irrtum vielfach explicite begangen. 

Die Poggendorffsche Erkläning ist von Hm. M. Koppe**) ver- 
vollstäudigt und bis zur quantitativen Bestimmung der Bewegung durch- 
geführt. Koppe führt den durch Poggendorff ersichtlich umschriebenen 
BegriB' der Corioliaacben Kraft beim einzelnen Masaenpunkte (vgl. 
Kap, III, § 7) ein und beschreibt die Bahnkurve der Kreiselspitze in 
durchaus korrekter Weise als Oykloide. Wir heben insbesondere die 
wertvollen kritischen Bemerkungen zu Beginn seiner Arbeit hervor, 
welche uns bei der Abfassung des Vorstehenden vielfach nützlich waren, 
ohne übrigens die von Hm. Koppe gegen die analytische Behandlung 
im allgemeinen erhobeneu Aussteilungen unterschreiben zu wollen. 
Letztere dürften durch die Bemerkungen am Schlüsse des vorigen Para- 
graphen präcisiert sein. 

Gleichfalls mit der Coriolisschen Kraft operiert die oben***) citierte, 
im Wesentlichen richtige Arbeit von Jouffret. 

An Poggendorff knöpft auch F. Heinen in der Beschreibung 
seines Rotationsapparates an.t) Die Heinenache Darstellung ist aber 
viel umständlicher wie die Poggendorffsche und giebt auch nicht mehr 
als eine allgemeine qualitative Vorstellung der zu erwartenden Bewegung. 

AUes in allem möchten wir das Zurückgehen auf die Punkt- 
mechanik, welches der zuletzt betrachteten Gruppe von Erklärungen 
gemeinsam ist, aus den pag. 300 genannten Gründen nicht empfehlen. 
(Man vergleiche in dieser Hinsicht etwa die allerdings richtige aber 
äulserst umständliche Ableitung des oben (pag. 311) besprochenen Dreh- 
momentes Cr&', wie sie in einer Note von Hrn. Koppe+t) gegeben 
wird, mit unserer obigen Bestimmung desselben, welche jedenfalls an 
Einfachheit nichts zu wünschen übrig läfst.) 

5. Als besonders verfehlt müssen solche Erklarungenttt) gelten, 
welche das im Experiment zu beobachtende Aufrichten der Kreiselaxe 



•) Z. B. Miiller-Pouillet, Bd. I, § 74. 

••) Über die Bewegung des KreiHel«. Ztathr. f. d, phja. n. i'iiem. üntemchi. 
4. Jahrg., 1890. 
"•) pag. 190. 
t) Braunschweig 186T. 
tt) Zur Krei«elbewegUDg, Ztschr. f. d phjB, u. ehem. Untflrricht, 9. Jahrg., 1896. 
ttt) Vgl. t. B. Munter, Ztschr, f. d mathem. u, phjB. Unterricht, Bd. 26, pag 565. 
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ISfonnen deB äciNreren iTmmetri neben KreUola, 



auB den Prinzipien (ior altstmkten Dynamik herleiten wollen. Wir 
wissen, dals der bisher betrAchtete ideale, r(?Lbungslose Kreisel sich 
keineswegs aufrichtet, sondern dauernd dieselbe mittlere Ifeigung gegen 
die Vertikale behauptet. Das Aufrichten der Kreiselaxe erfolgt, wenn 
überhaupt, nur durch die Reibung im Unterstützungspunkte, worüber 
wir uns später verbreiten werden. 



Über die Stabilität des nu&eobten Ereisels. 
DiskusBioD. 



QeometrlBohe 



Ein besonderer Kalt der regulären Präceasion iat derjenige, wo 
sich die Bahnkurve auf einen Punkt, den höchsten oder tiefsten Punkt 
der Einlieitakugel zusammenzieht. Der Kreisel rotiert dann mit gleich 
förmiger Geschwindigkeit um die vertikal gestellte Figurenaie. Wir 
wollen diese interessante Bewegung ausführlich behandeln, um daran 
unsere Begriffe über die Stabilität der Bewegungen zu bilden und so 
die allgemeineren Untersuchungen des sechsten Paragraphen vorbereiten. 

Die Figurenaxe kann bei dieser Bewegung sowohl vertikal nach 
oben wie vertikal nach unten gerichtet sein. Wir werden uns auf die 
ersterc Annahme beschränken, waa ohne Beeinträchtigung der Allge- 
meinheit geschehen kann, wenn wir nur nötigenfalls den als Figuren- 
axe bezeichneten Hafbstrald mit dem entgegengesetzten vertauschen. 

Wir werden also d ^ rechnen und haben dabei zwei Unterfälle 
zu unterscheiden, je nachdem P<OoderP>0 ist. Auch hier sprechen 
wir vom Kngelkreisel mit dem Trägheitsmomente A. 

Die zu besprechende Bewegung bezeichnen wir kurz als die Be- 
wegung des aufrechte* Kreisels. 

Zunächst bemerken wir, dafs unsere Koordinaten tp, ^', d zur Be- 
handlung des vorliegenden Falles ungeeignet sind. Offenbar wird 
nämlich bei aufrechter Figurenaxe die Knotenlinie in der Äquator- 
ebene nnbestimmt. Mithin haben auch die Winkel q> und ((- (die Winke] 
der X- bez. der x-Axe gegen die Knotenlinie) keine selbständige Be- 
deutung. Wohl aber kommt ein« solche dem Winkel fp -\- fp = X '•^^i 
welcher direkt den Winkel zwischen X- und x-Xxe darstellt, also die 
Drehung des Kreisels gegen den Raum mifst. Mit Benutzung dieser 
Koordinate ist unsere Bewegung einfach durch die folgenden beiden 
Gleichungen charakterisiert 
(1) # = 0, z'=const- 

Wir überzeugen uns nun leicht, dafs die Bewegung des aufrechten 
Kreisels bei beli^igen Werten der Bofationsgeschwindigkeit x' fine mögliche, 
mit den fundamentalen Impulsgeseieen verträgliche Bewegung ist. Bei 
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der durch (1) dai^estellten Bewegung fällt nämlicli der Impuls dauernd 
mit der Vertikalen zuaammen und hat eine konstante Länge. Die 
Änderung dea Impulsvektora ist alao jederzeit gleich Null. Aulaerdem 
ist hei vertikaler Stellung der Figurenaxe die Schwere Wirkung P sin fr 
fortgesetzt gleich Null. Es besteht mithin die durch unsem Impulssatz 
geforderte üleichheit zwischen den Änderungen des Impulses und den 
Zusatzimpulsen der äuTseren Kraft. Durch die Gleichungen (1) wird 
also in der That eine mögliche Bewegung des schweren Kreisels dar- 
gestellt, welchen Wert auch immer die Rotationageachwindigkeit j;' 
haben möge. 

Offenbar gilt fiir die aufrechte Bewegung die Beziehung 
(2) « = N. 

Da nämlich Impuls, Figurenoxe und Vertikale beständig zusammen- 
fallen, ao ist die Vertikalprojektion des Impulses mit der Projektion 
auf die Figurenaxe sowie direkt mit der Lange dea Impulsvektora 
identisch. 

Die Bedijigung (2) ist Übrigens nicht nur für die gleichmälsige 
Rotation des aufrechten Kreisela charakteria tisch, sondern überhaupt für 
jede Bahnkurve, welche durch den höchsten Punkt der Kugel hindurch- 
zieht. In der That wird allemal beim Passieren dea Nordpols die Pro- 
jektion dea Impulses auf die Figurenaxe identisch mit der Projektion 
auf die Vertikale, weil ja beide Richtungen in einem solchen Momente 
zusammenfallen. Da überdies die Impulskomponenten n und N, wie 
wir wissen, konstant sind, so besteht die ang^ebene Relation filr solche 
Bewegungen allgemein. 

Wir gehen nun zu den Stabilitätafragen Ober und erteilen zu dem 
Zwecke dem Kreisel während seiner Rotation um die Vertikale einen 
Anstofs. Diesen charakterisieren wir durch den zugehörigen Drehstola 
hinaichtlicb dea Unterstütz ungapnnktea und repräsentieren ihn durch 
einen Vektor. Dabei wird vorausgesetzt, dafs die Länge des ao er- 
haltenen Vektors eine beliebig vorgegebene Gröfse nicht übersteigt. 
Über die Richtung dea Drehatolsvektora dürt'en wir der Allgemeinheit 
wegen zunilchst nichts voraussetzen. Indessen zeigt ea sich, dafs wir 
diese Richtung als horizontal annehmen dürfen. Wenn nämlich ein 
schiefgerichteter Drehatofavektor vorliegt, ao zerlegen wir diesen in eine 
vertikale und eine horizontale Komponente. Die vertikale Komponente 
bewirkt lediglich eine Änderung der Rotationageachwindigkeit des Kreisels 
und läfst den Charakter der Bewegung ungeäudert. Wir können daher 
von der vertikalen Komponente absehen und einen Drehstofs von hori- 
zontaler Axe vorauaaetzen. 



3tS V- Beacndera Bewegungsformeii des schweren i^mmedüolieii KreiseU. 

Der ursprünglich vorhandene Impuls setzt sich natürlich mit diesem 
Drehstofs nach dem Parallel ogrammsatze zusammen. Wir bezeichnen 
den ZuBatzimpuls mit [Op], da er nns die gleichzeitig zur Figurenaxe 
und zur Vertikalen senkrechte Komponente des Gesamtimpulsea zur Zeit 
t ^0 angiebt. Die Beziehung zwischen unserer Impulskomponente [Qg\ 
und der durch sie her voller ufenen Rotati onakom.ponente wird dabei nach 
dem allgemeinen Zusammenhange zwischen Impuls- und Drehungsvektor: 

(3) [ej = A»o, 

wo #y' den Anfangswert der Winkelgeschwindigkeit 9' bedeutet. Die 
Länge | i | des Gesamtimpulses, welche bei der ungestörten BewE^ung 
konstant und gleich N war, wird jetzt variabel. Speziell ergieht sich 
für den Anfangswert |/i,| nach dem Pythagoras die Gleichung: 

|i.r-Jf + te.]'. 

Schliefsüch berechnen wir noch die Impulskonstante k mittels der 
Gleichung (3) von pag. 319. Da für t^O auch * ^ ist, so ergiebt sich 

(4) Ä= |,;j'-|- 2AP=N'-\- [Q„f-\--2ÄP. 

Um den Charakter der durch unseren Anstofs ausgelösten Be- 
w^ung zu überblicken, fragen wir vor allem, wie tief die Kreiselspitze 
auf der Einheitskugel heruntersinkt. Wir sehen deshalb zu, in welcher 
Weise die Wurzel e' der Gleichung £/ = von [e^] abhängt. Dabei 
müssen wir auf die ursprüngliche Form dieser Gleichung auf p^. 238 
zurücl^ehen, weil die hieraus abgeleitete Gleichung üj = w^en des 
vorgezogenen Faktors 1:(1 — e'), welcher in unserem Falle (e ^ 1) 
unendlich grofa wird, für das B'algende unbrauchbar ist. Wir haben 
nach der angezogenen Stelle mit Rücksicht auf die Beziehung » = iV: 

(5) A*U= — N'*(\ —«)«+ {k~N^~2ÄPu) (1 — h'), 
oder, wenn wir k der Gleichung (4) entsprechend ausdrücken: 
(5') A-U-~N'(l~«y+ ([S.]'+2^J'(1-»))(1-»')- 

Auf der rechten Seite steht, wie es sein mufs, der Faktor 1— M, 
welcher der bekannten Wurzel e = 1 entspricht. Wir sondern diesen 
ab und bekommen für die beiden übrigen Wurzeln die quadratische 
Gleichung: 

-y{l-»)+([0.P+2^?(l-,.))(l + «)-O. 

Hier mj^en wir [0^] = v setzen und die so entstehende Gleichung 

(6) v*(l +«) - (1 -M) (jV»-2 JP(1 + m}) = 
in einer m, c-Ebene geometrisch deuten. 



S i. Dia Stabilit&t dea aufrechten Weiset«. 

Die entatebende Kurve wird wieder von der dritten Ordnung. Sie 
liegt symmetrisch gegen die Abscisaenase (»-Axe) und besteht aus 
einem paaren uud einem unpaaren Zuge. Die Gestalt der Kurve unter- 
suchen wir auf Grund ihrer vertikalen Tangenten, welche hier besonders 
leicht zu bestimmen sind. 

Die Gleichungen der vertikalen Tangenten, sowie die Lage ihrer 
Berührungspunkte stellen wir wie fi>lgt zusammen: 

Gleichung: m = -j- 1 Berührungspunkt: r ^ 

;; »=-U5i : -^ 

Die an zweiter Stelle genannte Taugente ist hiernach Asymptote. Für 
uns kommt es wesentlich darauf an, wie die dritte Tangente gegen die 
fibrigen liegt. Wir unterscheiden in der Hinsicht vor allem zwei Falle, 
je nachdem P<0 oder J'>0. 

Erster Fall: P<0. 

Die dritte Tangente liegt links von der Asymptote. Reelle Werte 
von V ergeben sich fttr die Gebiete 

-1<M< + 1 und -°^<»<-^ + ^- 
Der unpaare Zug verläuft in dem Streifen zwischen « = — 1 und m ^ -f- 1 , 
der paare Zug erstreckt sich von der Tangente « ^ — 1 -|- j-rp nach 
links ins Unendliche (vgl. Fig. 52). Wir ziehen in beliebiger Nähe 
der Abscissenaxe die Parallele 
V = [0^] und bringen sie 
zum Schnitt mit dem unpaaren 
Zuge. Die Abacisse dieses 
Schnittpunktes liefert uns den 
Parallelkreis «=*•'. Wie mau 
sieht, kommt die Gröfse e' der 
Einheit um so näher, je kleiner 
wir [9J nehmen. (Dabei wird, 
wie wir des Folgenden wegen 
bemerken, die Differenz 1 — e' 
von der Ordnung [6o]*, sie 
stellt also „eine unendlich 
kleine GrÖise zweiter Ord- 
nung" dar, wenn wir den 

Anstofs [Od] „unendlich klein von der ersten Ordnung" werden lassen.) 
Infolgedessen köunen wir durch Wahl von [9„| erreichen, dafs die 
Bahnkurve des ursprünglich aufrechten Kreisels nach Hinzufügung 




T. Beaondera fieireguii^foniieii dei lohwflreii Hfmmatrucben Kreiseli. 

I ÄnstofseB in einer beliebig engen NachburBcbaft zur ursprüng- 
lichen Bahnkurve, dem Nordpole, verläuft. Hinskhtlick der Bahnkurve 
findet also im Falle, P < sieher ein stetiger Übergang von der mt- 
sprünglickcn zu der abgeänderten Uewegung statt. 

Die Bahnkurve der Kreiselspitze bringt indessen, wie wir wisseD, 
die Bewegung nicht voUatäodig zum Ausdruck, indem sie über die 
Ilotation des Kreisels um die FigurL'uaxe keinen Aufschiufa giebt. 

Bei der ungestörten Bewegung wird diese gemessen durch den 
Winkel i; da aich die Winkelgeschwindigkeit x durch den Impuls N 
.bei der aufrechtt.'n Bewegung folgendermafaen ausdrückt: 



> haben wir einfach (bei spezieller Wahl der Anfangszeit) 



Nach HinzuFUgung des Anstofsea [0uJ wollen wir, um vei^leich- 
bare Qröfsen zu haben, die Rotation um die Figurenaxe durch den ent- 
sprechenden Winkel X messen. Wir haben dann mit Rücksicht; auf (2): 
, , ,, n—Nu , N~nu -iN 

Da nun u in beliebiger Nähe von I bleibt, entwickeln wir nach 
Potenzen von w — 1 und vernachlässigen alle höheren Potenzen. So 
ergiebt sich ^ jtf „ _ i 

^ ^ Ä ~ Ä -i 

Hier ist der zweite Term der rechten Seit«, wie aus einer obigen 
Bemerkung hervorgeht, im Verhältnis zu dem Anstolee [B^J von der 
zweiten Ordnung unendlich klein. Solche Gröfsen pflegt man aber bei 
der in der Litteratur üblichen Handhabung der Stabil i tat sbe trachtungen 
nicht mitzunehmen. Auch bei den Nachbarbewegungen der regulären 
Präcessiou im ersten Paragraphen dieses Kapitels haben wir, indem 
wir den Rest E in dem Ausdrucke von jf vernacliläaaigten , die Glieder 
zweiter Ordnung (mit dem Faktor (*) unterdrückt. Beschränken wir 
uns also auch jetzt auf die Glieder erster Ordnung, so werden wir, 
indem wir die Integration nach t ausftlhren, wieder auf die ursprüng- 
liche Formel zurückgeführt: 

(Man bemerke ttbrigona, dais dio jedenfalls nicht unbedenkliche 
Vemachlässigung der Glieder zweiter Ordnung nur eine vorläufige ist 
und dafs sie für die in § 6 zu entwickelnde definitive Auffassung der 
Stabilitätskriterien gar nicht in P'rage kommt.) 
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Unsere Betrachtung zeigt, dafa der Winkel x der abgeänderten Be- 
wegung dem Winkel j; der ursprönglicbenbisftuf Glieder zweiter Ordnung 
dauernd benachbart bleibt. Diese Aussage bezieht sieh jedoch nur auf 
den Fall, wo der hinzugefügte Drehstofa eine rein horizontale Axe hat. 
Bei allgemeinerem Anstofa, durch welchen nicht nur ein gewisser Wert 
von [6(|] hinzugefügt, sondern auch die ursprüngliche Impulskomponente 
N abgeändert wird, liegt die Sache natürlich anders. 

Betrachten wir z. B. den einfachsten Fall, wo [Sy] = genommen 
und N um die kleine Gröfae N" vermehrt wird. Die Bewegung bleibt 
dann nach wie vor die des aufrechten Kreisela. Der Winkel j; bei der 
abg^nderten Bewegung bestimmt sich durch die Gleichung 
^ AT + AT- 



x = - 



-t. 



Wie man aieht, weicht derselbe von dem Winkel % der ungestörten 
Bewegung um ein Glied ab, welches der ersten Potenz des Anatofaes N' 
proportional ist. Kichtsdestoweniger können wir zwischen die ursprüng- 
liche und die abgeänderte Bewegung durch Verkleinerung von 2f solche 
Bewegungen einschalten, welche einen stetigen Übei^ng von dem % 
der einen zu dem der anderen Bewegung vermittehi. 

Nach alledem werden wir zweifellos und zwar unabhängig davon, 
ob wir die soeben gemachteVemachläasigung der Glieder zweiter Ordnung 
zulassen wollen oder nicht, sagen können: 

THe Bewegung des oMfrechteti Kreisels im Falle P < is( siciier 
ehie stabih Bewegung. 

Dieses Resultat stimmt natürlich vollkommen mit der bekannten 
Thatsacbe überein, dafs die Gleichgewichtslage des nicht aufgezogenen 
Kreisels (JT^O) eine stabile ist, wenn der Schwerpunkt unter dem 
Ünterstützungspunkte liegt (P < 0). 

Zweiter Fall: P>0. 

Sehr viel interessanter ist der zweite Fall P>0. Die dritte der 
pag. 319 genannten vertikalen Tangenten liegt alsdann rechts von der 
Asymptote « ^ — 1 . Je nachdem sich dieselbe auch rechts von der 
Tangente m = -|- 1 oder 'links von derselben befindet, ergeben sich 
zwei Uuterfalle a) und b). 

Der erste Unterfaü tritt ein, wenn 



der iiceite, wenn 

(b) + 1 > - 



' + i 



1 + ^ 



d.h. lP>iAF, 



. h. ir'<iAF. 



Wir vergleichen hiermit i 

o-BomDxrfald, Kielidbaw.Eiing, 



frühere Unteracieidung zwischen 
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dem starken und dem schwachen Kreisel. Da wir P > vorausgesetzt 
haben, müssen wir das Kriterium (3') von pag. 249 heranziehen. 

Tragen wir hier, der aufrechten Anfangslage der Figurenaxe ent- 
sprechend, für c den Wert + 1 ein, so gehen die Ungleichungen jenes 
Kriteriums gerade in die Ungleichungen (a) und (b) über. Der UrUer- 
fall (a) entspricht also eitlem starken, der UtUerfaU [h) einem schiradien 
Kreisel. (Nebenbei bemerkt, ist der Fall eines negativen P stets den 
starken Kreiseln zuzurechnen, weil hier die Ungleichung (a) selbst- 
verständlicher Weise befriedigt wird.) 

Wir setzen zunächst wieder unsere Kurven dritter Ordnung filr 
unsere beiden Fälle P> her, wie sie der Gleichung (5) entsprechen. 
Bei dem starken Kreisel, Fall (a), zieht sich der unpaare Zug durch den 
Streifen — 1 bis -f- l hindurch, indem er m ^= — 1 im unendlichen 
und M ^ -f- 1 auf der Äbscissenase berührt. Bei dem schwachen Kreisel 
dagegen ist der unpaare Zug in den Streifen — 1 bis — 1 + aTp ^^^' 
geschlossen. Der paare Zug liegt beidemal rechts von dem unpaaren 
nnd beröhrt entweder die Tangente — 1 -^ äXP ""^^"^ ^'^ Tangente -j- 1 
in ihrem Schnittpunkte mit der Äbscissenaxe. 




Es 



Flg fiS. SUrkcir Knl»L Pig. H. Bohwuhsr KtoIhI. 

kommt nun darauf an, aus der Gestalt dieser Kurven den 
Charakter der Bahn bei einer Störung [Q„] zu erschliefsen.*) Wir ziehen 
zu dem Zweck wieder die Parallele v = [0^] zu der Äbscissenaxe, deren 
Schnittpunkt mit dem unpaaren Zuge durch seine Abscisse die Oröfse 

I Uie stabilitj of the aleeping top. American 



•) Vgl. hiewu: P. Klei 
Bulletin, 1898, 
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des zweiten Paralleltreisea bestimmt. Hierbei ergiebt sieb nun ein aebr 
intercsaauter Cregenaat^ zwischen dem starken und scbwacben Kreisel. 

In Fig. 53 liegt nämlicb der genannte Scbnittpunkt in unmittelbarer 
Nabe des Punktes w = 1 , i; ^ 0. 

Bei dem starken Kreisel fäUt also der ParaUeUcreis e' um so kleiner 
aus, je kleiner wir den Anstofs [9^] wählen, und geht bei verschwindendem 
[0^] in den Nordpol e = 1 stetig über. Die Bahnkurve der Kreiselspitge 
verharrt in unmitleWarer Nähe der ursprünglichen punktförmigen Bahn- 
kurve; ihre Dimensionen körnten durch Verkleinerung des Änstofses be- 
liebig verkleinert werden. 

In Fig. 54 dagegen unterscheidet sieb die Absciase des soeben 
konstruierten Schnittpunktes von der Einheit stets um eine endliche 
Gröfse, weiche nicht unter 1 ^ 1 ^ . „ herabgedrückt werden kann. 

Bei dem schwachen Kreisel ändert sicli also die Lage des zweiten 
Parallelkreises in anstetiger Wtnse. Bei der geringsten Störung springt 
dieser Parallelkreis, welcher sidt bei der ungestörten Bewegung auf den 
Nordpol reduziert, sogleich in einen Kreis über, dessen e' kleiner ist als 
— 1 + äTp' ^^ Dimensi&nen der Bahnkurve köntten daher durch Ver- 
kleinerung von [Qf,] nickt beliebig verkleinert werden. Die aufrechte Bo- 
tation des schwachen Kreisels nimmt also im System der Bahttkurven eine 
isolierte Stellung ein. 

Die letzten Bemerkungen zeigen bereits, daTs der schwache Kreisel 
in aufrechter Stellung instabil ist. Was den starken Kreisel im Falle 
P>0 betrifft, so können wir bei ibm dieselben Überlegungen anstellen, 
wie oben im Falle P<0. Wir sprechen daraufbin den allgemeinen Satz aus : 

Der starke Kreisel ist in aufrechter Stellung stabil, der schwache 
Kreisel labil. 

Den Grenzfall zwischen dem starken und schwachen Kreisel, d. h. 
den Kreiael mit N^ ^ 4ÄP haben wir ersichtlich den stabilen Fällen 
zuzurechnen. Alsdann können wir nämlich den Anstofe [O,,] noch 
gerade so klein bemessen, dafs sich e' beliebig wenig von 

-H-OT--1 + 2- + I 
unterscheidet. Wir fügen daher hinzu: 

Der Kreisel, welcher auf der Grenze zwischen dem starken und 
dem schwacften Kreisel steht, ist in aufrediter Lage gleichfalls stabil. 

Übrigens wird die Bahnkurve im stabilen wie im labilen Falle die 
Gestalt einer Rosette haben, welche sich (wegen der allgemeinen Perio- 
dicitätseigen Schäften der Bewegung) in regelmäl'sigen Zeitintervallen 
fortgesetzt durch den Nordpol der Kugel hindurchzieht und ans lauter 
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kongruenten Schleifen besteht. Der Untersehied zwischen beiden Fällen 
ofiFenbart sich nur in der Gröfse dieser Rosette, oder, genauer gesi^ 
in der Verändenmg ihrer GrÖfse bei Verkleinerung des Ansiofses. Die 
Rosette im labilen Falle ist eine nicht minder reguläre, periodisch sich 
reproduzierende Kurve, wie im stabilen Falle, welche sogar, unter be- 
sonderen sogleich näher anzugebenden Umständen, von der Rosette des 
stabilen Falles für das Auge durch nichts verschiedeu ist. Wir be- 
tonen diesen Punkt besonders, weil hierüber vielfach irrige Yorstelluiigeii 
verbreitet sein dürften. 

Die Engländer bezeichnen in höchst anschaulicher Weise die auf- 
rechte Kreiselbewegung als Bewegung des „sleepii^ top". Wenn näm- 
lich, wie wir annehmen wollen, nicht nur mechanische, sondern auch 
geometrische Rotationssymmetrie um die Figurcnaxe vorhanden ist, so 
scheint der Kreisel bei aufrechter Stellung dem Äuge zu ruhen. Dals 
diese Ruhe aber nur eine scheinbare ist, zeigt sich, wenn wir ihn durch 
einen Anstrjfs gewissermafsen aufwecken. Alsdann wird seine ursprüng- 
lich verborgene Bewegung auch äufserlich sichtbar. Kach seinem Ver- 
halten beim Aufwachen beurteilen wir die Stabilität oder Labilität 
Wenn sein Aufwachen ein sanftes ist, nennen wir die aufrechte Be- 
wegung stabil; wenn dagegen die leiseste Störung hinreicht, um un- 
verhältniamälsig grofse Elopgationen hervorzurufen, heifst die Be- 
wegimg Inbil. 

Dafs Überhaupt im Falle P > bei aufrechter Stellung Stabilität 
möglich ist, stellt eine Thatsache von ganz eigenartigem Interesse dar, 
welche zunächst wieder paradox erscheinen möchte. Während der nicht 
aufgezogene Kreisel im Falle P > in aufrechter Stellung natürlich 
j^nzlich instabil ist und auf jeden kleinsten Anstofs mit einer volle» 
Pendelschwingung reagiert, wird er, iu genügend starke Rotation ver- 
setzt (N^ > 4 AP), befähigt, dem Einflufs der Schwere bis zu einem 
gewissen Grade Widerstand zu leisten. Der schwache Kreisel ver- 
mittelt dabei den Übergang zwischen dem Kreisel Ton der Eigenrotation 
Null und dem starken Kreisel. 

Die Lage des Parallelkreises e', bis zu welchem die Figurenaxe 
bei irgend einem Anstofs mindestens herabsinkt, kann als ein Mafs für 
die gröfsere oder geringere Schwäche des Kreisels angesehen werden. 
Die Lage dieses dem Anstnfse [0^] = entsprechenden Parallelkreises 
ist, wie wir sahen, gegeben durch 

Für den Kreisel von der Eigenrutation Null wird dieser Wert 
gleich — 1; die Pigurenaxe beschreibt alsdann, wie soeben erwähnt, 



S 4. Die StabUilU des anirecliten Kreüels. 325 

im Nordpole angcBtofBen eiaen grolsten Kreis, welcher durch den Süd- 
pol hindurchgeht. Die im allgemeinen eintretende Rosette ist hier aus- 
geartet. Bei wachsendem JV wächst der Wert von e' kontinuierlich 
lind nähert sich für JV* = 4 AP dem Werte e = + 1. 

Der Übergang zwischen dem labilen und dem stabilen Falle der 
aufrechten Kreisel bewegung lat auf diese Weise gewiss ermafsen selbst 
ein stetiger. Wenn nämlich N^ zwar kleiner als AAP aber doch von 
AAP sehr wenig verschieden ist, wird die Elongation der Bahnkurve 
bei beliebig kleinem ÄnstoCse zwar von Null verschieden aber doch 
unbeträchtlich; sie kann sogar durch geeignete Annahme von JV unter 
jeden gegebenen Wert herabgedrückt werden. Immerhin bleibt auch 
dann die charakteristische Eigenschaft des labilen Falles bestehen, dafs, 
nachdem wir einmal über JV verfügt haben, die Dimensionen der Bahn- 
kurve durchAbänderungTon[0u] nicht beliebig verkleinert werden können. 

Theoretisch ist also in diesem Falle (wo -j^^ 1 eine absolut 

genommen kleine negative Zahl ist) die Bewegung jedenfalls labil; 
im Esperiment dagegen würde sich eine derartige Bewegung von einer 
theoretisch stabilen nicht merklich imteracheiden. Beidemal haben wir 
eine Rosette von qualitativ ähnlichem Verlauf und aufserordentlicii 
kleinen Dimensionen. Wir mögen daher etwa von einer* theoretisclten 
und praktiscJien Labilität und Stahilitüt sprechen und sagen: Im Falle, 
ICO N* nur sehr tveniff Heiner ist als AAP, ist die Bewegung theoretisch 
UAil. praktisch aber immer noch stabil. 

Im sechsten Paragraphen dieses Kapitels werden wir noch andere 
einfachere Beispiele von theoretischer Labilität und praktischer Stabihtät, 
sowie von theoretischer Stabilität imd praktischer Labihtät kennen 
lernen. — 

Wir mögen schlieTslicb allgemein nach solchen Bewegungen des 
schweren symmetrischen Kreisels fragen, welche aus einer bloFsen Ro- 
tation um . eine im Raum feste Axe bestehen. 

Aus SymmetriegrUnden geht hervor, dafs eine solche Axe keine 
andere, als die Vertikale sein kann und dafs die Drehung um diese 
Axe gleichförmig erfolgen mufs. Die Bewegimg gehört alsdann zur 
Klasse der regulären Präcessionen, und zwar handelt es sich hier speziell 
um eine solche Präcession, bei welcher der Herpolhodiek^el unendlich 
dünn ist, hei welcher also ft den Wert Null hat. Die andere Präcessions- 
konstante v, welche uns hier direkt die Gröfse der Winkelgeschwindig- 
keit angiebt, ist daraufhin bestimmt. Die Theorie des Deviationswider- 
standes liefert nämlich (s. GL (3) von pag. 77} fiir v die Gleichung: 
(15) P = (C— ^)v»cos», 
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Nur in dem Falle # =a verliort diese Gleichung ibre Gültigkeit, weil 
wir an der angezogenen Stelle aus der zunächst in Betracht kommenden 
Gleichung den Faktor sin & herausgehoben haben, vermöge dessen 
diese Gleichung im Falle * ^ identisch erfUUt ist. Mithin ist die 
aufrechte Figvrenaxe die einzige Gerade, um weldie sich der Körper mit 
jeder beli^ngen Geschwindigkeit permanent ilreJien hmn. Jede andere Äxe 
erfordert, fcdls sie als permatietUe Axc auftrden soll, einen (bis auf das 
Vorfeidum) bestimmten Werl der Winkck/escJm'indigbeit. 

Je nachdem dieser Wert reell oder imaginär ausfällt, werden wir 
die betreffende Ase als „zulässige" oder „unzulässige Drehungsaxo" 
bezeichnen. Um die Entscheidung hierüber zu treffen, wollen wir das 
Qesamtbündel der von auslaufenden Halbstrahlen durch die Äquator- 
ebene des Kreisels in zwei Halbbfindel zerlegen. Indem wir uns die 
Figurenaxe so gewählt denken, dafs der Schwerpunkt bei vertikal auf- 
gerichteter Figurenoxe Über den UnterstUtzungspunkt zu liegen kommt 
(P>0), wollen wir dasjenige Halbbiindel, welches den Schwerpunkt 
enthält, als oberes, da« andere als unteres bezeichnen. Alsdann zeigt 
die Gleichung (15): 

Bei dem verlängerten Kreisel (C < .4) sind alle HalbsU-aklen des 
unteren, 6ci (fem abgeplaitete» aUe des oberen HaUMmiels euUissige per- 
manente Drdiungsaxen. Jeder dieser Axen kommen xuei entgegengesetet 
gleiche Werte der Winkelgesdtwindigkeit »u. Speziell hei dem Kitgel- 
kreisd sind die betreffenden Winkelgeschwindigkeiten aUemal + oo . 
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abgeänderten aufrechten Kreisel bewegung. — Formeln für die pseudo- 

regulären PräceBslonen voa kleinem FräcessionskreiBe. 

Wir werden jetzt die im vorigen Paragraphen gegebene qualitative 
Diskussion der aufrechten Kreiselbewegung durch eine angenäherte 
quantitative Darstellung ergänzen, unter dem Gesichtspunkte, von hieraus 
eine exakte Grundlage für unsere spätere Kritik der Methode der kleinen 
Schwingungen zu gewinnen, einer Methode, welche in der modernen 
Dynamik eine bekannte wichtige Rolle spielt. Dabei haben wir an die 
Näherungsforraeln vom neunten Par^raphen des vorigen Kapitels an- 
zuknüpfen. Die dortigen Nüheningsformeln für m können auf den vor- 
liegenden Fall direkt übertragen werden. Dagegen bedürfen die Formeln 
für ili einer Modifikation, weil in diesen der Term 1 — Mq' im Nenner 
vorkam, welcher jetzt wenigstens in den stabilen Fällen bei verschwinden- 
dem Anstofs verschwindet. 

Wir schreiben zunächst die Näberungsformel für u im Torli^enden 
Falle hin. um mit den Bezeichnungen des genannten § 9 in Einklang 
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zu bleiben, Terstehen wir unter e den unteren, unter e' den oberen der 
beiden begrenzenden Parallelkreiee, so dafs e' = 1 wird. Die in unserer 
Näherungsformel auftretende Grörse e bedeutete den halben Vertikal- 
abstand der Kreise e' und e, so dafs jetzt 

(1) ' - i^'; 

die Gröfse m,, war der „mittlere Parallelkreis", dessen Ebene Ton den 
Ebenen der Parallelkreise e und e den gleichen Yertikalabstand b be- 
sitzt, woraus im rorliegenden Falle folgt: 

(2) «0=1— £. 

Die Gleichung (8') von pag. 27^ können wir daher mit Benutzung 
der in (7) pag. 272 eingefahrten Abkürzung folgendermafsen schreiben: 



(3) 



1- 



'V?, 



Hierbei haben wir gleichzeitig eine filr das Folgende bequeme Ver- 
schiebung des Anfangspunktes der Zeit vorgenommen, indem wir statt 
des Sinus den Cosinus gesetzt haben, was zur Folge hat, dafs zu Be- 
ginn der Bewegung die Figurenaxe vertikal steht (« = 1 für t = 0). 
In (3) führen wir statt m und e die entsprechenden Winkel ein, 
indem wir setzen: 

« ^ cos 9, e^' cos ij 

und gehen von den ganzen zu den halben Winkeln über. Dann folgt, 
wenn wir rechts und links die Quadratwurzel ziehen: 

(4) 8in|- = 6in ^8in|^, 

Die Unsicherheit in dieser Formel bestimmt sich aus der Gröfse t 
des relativen Fehlers von t. Nach Gleichung (5) von pag. 272 ist 



(5) 



- 1, 



worin nach (1) c == 1 — 2£, e'^ 1 zu setzen und e" aus Gleichung (9) 
von p^. 'l'Z zu berechnen ist. Da bei der aufrechten Bewegung n-^'N 
ist, so können wir in der letztgenannten Gleichung den Faktor 2(1 — c) 
in Zähler und Nenner heben und erhalten 



iV' 



Infolgedessen wird 

(5') \^\<Vw 



■1 - 



_ JV' — iAP{l- 



2AP(1 — () 
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Diese Abschätzung liefert in jedem Falle einen Anhalt für die Be- 
urteilung des Genauigkeitsgrades der Gleicliung (4). 

Wir fragen insbesondere nach denjenigen Fällen, wo die begrenzte 
Genauigkeit von Gleichnng (4) in eine beliebige Genauigkeit übergeht, 
wo also {t| beliebig klein gemacht werden kann, Dies tritt offenbar, 
allgemein zu reden, in den stabilen fällen ein, wo wir durch Wahl 
des Austofses erreichen kflnnen, dafs t beliebig klein wird. Alsdann 
weicht nämlich der Wert der Quadratwurzel in (5') von 1 beliebig 
wenig ab. 

In den labilen Fällen dagegen haben wir die QrSfse von s nicht 
in unserer Gewalt, Die rechte Seite von (5') wird dann, selbst bei 
beliebig kleinem Anstofse, eine von Null verschiedene Gröfse; es liegt 
kein Grund zu der Annahme vor, dal's unsere Darstellung (4) auch in 
diesem Falle eine beliebig genaue wäre. 

Dabei haben wir den GrenefaU zwischen den stabilen und den la- 
bilen Fällen {N*=AÄP) besonders zu berücksichtigen. Wir sahen, 
dafs wir diesen Fall bezüglich des Verhaltens der Bahnkurve durchaus 
den stabilen fallen zuzuordnen haben, weil die Bewc^ng der Kreisel- 
spitze bei hinreichend kleinem Anstofse in iminittelbarer Nähe des 
Nordpoles verläuft. Dagegen zeigt sich jetzt, dafs bezüglich des Ge- 
nauigkeitsgrades unserer Annäherungaformeln dieser Grenzfall auf Seite 
der labilen Fälle steht. Setzen wir nämlich in (5") N^ ^ 4AF, so 
wird die rechte Seite __^^_ 



d. h,, wenn wir t hinreichend klein machen, gleich 
y2- 1. 

Hier haben wir also trotz des stabilen Charakters und trotz der 
M^lichkeit einer beliebigen Verkleinerung der Bahnkurve einen Fall 
vor uns, in dem wir von unserer Näherung sformel nur eine b^renzte 
Genauigkeit erwarten können, 

Ähnlich liegen die Verhältnisse in den tlieoretiscfi lallen, praktisch 
aber stabilen Fäll^en, wo N*^iÄF zwar kleiner als Null, aber nur 
äuTserst wenig von Null verschieden ist und wo gleichzeitig bei hin- 
reichend kleinem Anstofse auch e äul'serst klein ausfällt. Auch in 
diesen Fällen genügt die Kleinheit von s nicht, um die Gröfse des 
Fehlers beliebig herabzudrücken. 

Zu Letzterem wäre erforderlich, dafs e nicht nur klein schlechtw^, 
sondern auch klein gegen (4ÄP — N^)/4AP wäre, was nicht der Fall ist, 
da, wie wir pag. 323 sahen, die Differenz 2e der Werte von c und e' 
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-Tp — ist. Mithin haben wir auch in diesem 
ebenso wie in den theoretisch und praktisch labilen Fällen nur be- 
grenzte Annäherung zu erwarten. 

Im Zusammenhange damit möge noch eine Bemerkung über die- 
jenigen stabilen Fälle Platz finden, wo iV* — 4AP zwar gröraer als 
Null, aber nur aufserst wenig von Null verschieden ist. In diesen Fällen 
ist es allerdings möglich, durch Wahl des Anstofses die Dimensionen 
der Bahnkurve und insbesondere den Wert von £ beliebig zu verkleinern, 
es ist also möglich, £ nicht nur klein, sondern auch klein gegen 
{N^^4AP)/'4AP zu machen; unsere Näherungsformel würde für so 
klein bemessene Anstöfse als beliebig genau gelten können. Sobald 
wir aber den Anstofs nur ein wenig gröfser nehmen, so zwar, dafs £ 
nicht mehr klein gegen (A^ — 4AP)/4!ÄP wird, kann der Fehler 
sogleich beträchtlich wachsen. Infolgedessen würde die Genauigkeit 
unserer Formel für alle nicht gar au kleinen Anstöfse doch nur eine 
begrenzte sein. Wir werden in diesem Falle von einer theoretiseh he- 
utigen, praktisch aber hegretizteti Annäherung sprechm. 

Die letzten etwas subtilen Unterscheidungen wollen wir noch ein- 
mal zusammenfassend so formulieren: 

Unsere Näherungsformel besitet eine t]ieoretisch uitd praktisch be- 
grenzte Genamgheit in alleti itistabüen Fällen und in demjenigen skibUen 
Falle, welcher sich auf der Grenze von Stabüitiit und Labilität befindet. 
Sie besitet eine in theoretischer und praktischer Hinsicht beliebige Ge- 
nauigkeit in denjenigen stabHeti FäUen , welche genügend weit von den 
labilen Fällen entfernt sind. Dagegen haben wir theoretisch beli^ige, 
praküsch diter begrenzte Genauigkeit in denjenigen Fällen, welcite zwar 
stabil sind, aber der Grenze der Labilität sehr naite liegen. 

Sodann wollen wir die Näherungsformel für ic ableiten. Dabei 
werden wir, anstatt uns auf die allgemeinen Formeln von pag. 275 ff. 
zu stützen, die Untersuchung lieber von vorne beginnen, weil sie sich 
in dem vorliegenden Falle weiter ftLhren läfst und einfacher gestaltet, 



Wir gehen also aus von der Gleichung 



Da bei der aufrechten Bewegung n = N ist, so können wir rechterhand 
den Faktor 1 — it fortheben. Nehmen wir noch mit der rechten Seite 
eine identische Umformung vor, bo erhalten wir; 



(>+;^)- 
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Indem wir nun zu einer angenäherten Darstellung übergehen, be- 
schränken wir uns in der Klammer auf das erste Glied. Das zweite 
liefert dann die erforderliche FelilerabachÜtzung. Unsere angenäherte 
Darstellung soll also lauten, wenn wir sogleich die Integration nach / 
ausfuhren und die unwesentliche Integrationskonstante gleich Null setzen: 

(') *-ö'' 

Der Fehler ist dabei genau gegeben durch 

Wir können W>0 TOraussetzen, in welchem Falle der Int«graini 
dauernd positiv ist. Setzen wir für u seinen kleinsten Wert e^ 1 — 2t 
ein, so verkleinern wir den Nenner und vergröfsern gleichzeitig den 
Zähler des Integranden. Infolgedessen ist sicher 



f<ff. 



d. h. 

Somit haben wir eine obere Grenze filr den absoluten Fehler der 
Näherungsformel (7) bestimmt. Der relative Fehler — wird dem- 
entsprechend kleiner als 

(8-) r^, 

Ebenso einfach wie die Fehlerabschätzung ist die Diskussion des 
Oenauigkeitsgrade« von Gleichung (7). Die Genauigkeit wird ofTenhar 
eine beliebige, wenn wir, gleichviel wie, erreichen können, dafs e be- 
liebig klein wird; sie wird voraussichtlich eine begrenzte sein, wenn 
wir £ oder was dasselbe bedeutet, die Dimensionen der Bahnkurve 
nicht nach Belieben verkleinern können. Wir werden also sagen müssen: 

Die Gleicliunff (7) ffid>t eine heiidiig gute Annäherung in allen stabikti 
Fäilen {mit Einscfilufs des Gremfalles ewischen Stabilität und Labilität), 
sowie in den praktisch stabilen und theoreHsch labilen Fällen; sie gid>t 
dagegen nur eine begrenzte Annäherung in den Fällen thalsäeMicher 
(praktischer) Labilität. 

Man bemerke, dafs hier die Diskussinn wesentlich anders ausfällt, 
wie oben die Untersuchung des Genauigkeitsgrades von Gleichung (4). — 

Nach dieser vorbereitenden Diskussion der Näherungsformeln unter- 
suchen wir den Charakter der verschiedenen Bewegungen, wie er sich 
auf Grund unserer Näherungsfonneln ergiebt. Zunächst fassen wir jetzt 
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diejenigen Fälle näher ins Auge, welche gleichzeitig durch (4) und (7) 
beliebig gut dargeateUt werden, d. h. die stabilen Fälle, welche hln- 
reiclieud weit von der Grenze der Labilität entfernt eind, bei hin- 
reichender Kleinheit des Anstofses [6^]. 

Ofifenbar können wir in diesen Fällen, da ja die Dimensionen der 

Bahnkurve verschwindend klein sein sollen, in (4) sin - und sin y 

durch -^ und — ersetzen. Gleichzeitig wollen wir den Wert von a 
in Gleichimg (3) vereinfachen, indem wir näberungsweiae e = 0, w^^ 1 
setzen. Dann ergiebt sieb aus (6) und (3) 

Die Gleichungen der Bahnkurve nehmen daher folgende Gestalt an: 



(10) 



.{y^ 



1 * = ; 



lt. 



Für die Vorstellung und Zeichnung ist es bequem, die Bahnkurve 
auf die Aquatorebene zu projizieren. Wir können hierzu eine Ortho- 
gonalprojektion benutzen {bei der stereographischen Projektion würde 
sich dasselbe Bild, nur im halben Malsstabe, ei^ehen). Bezeichnen x 
und y die rechtwinkligen Koordinaten des Projektionspuuktes bezüglich 
eines im Mittelpunkt der Einheitsfcugel gelegenen Koordinatenkreiizes, 
so haben wir etwa: 



= sin & coB i' = 71 sin 



(11) 



\y ^= mat 



1 ([l ^ »I s 



"(1/5^ 



- ( I • sin -— T t . 



Die hierdurch dargestellte Bewegung können wir folgen de rmafsen 
mit Worten beschreiben: 

Die Bewegung der Horieonlal- Projektion der Kreiselspitze besteht aus 
einer gewöhnlichen hannonischen Schwingung (dargestellt durch den ersten 
Faktor in x und y) von der Ämplihide ij uttd der viertel Schwingungs- 
dauer m, verbunden mit einer Drehung der Schwingungsrichtung (dar- 
gestellt durdi den zweiten Fahtor) von, der Winkelgeschwindigkeit N:2A. 

Die Gestalt der Bahnkurve wird wesentlich durch den Winkel be- 
dingt, um welchen das Azimuth ii> etwa während der Zeit m zunimmt 
Wir bezeichnen denselben wie ti-üher durch ^„ und haben nach {7} und (9) 



(12) 



V'» = 



2 yN-*~iAP 



SewegangBi^men dei Bwweren ^mmeintcDen 1 



Ersichtlich ist 



Ib. > Y im Palie P>0, 



*«<! 



im Falle P<0. 



In dem Grenzfalle P ^ wird ^^ gerade gleich x/2. Die Bahn- 
kurve der Kreiselspit/.e wird dann einfach ein Kreia, der PräceBaions- 
kreis der kräftefreien Bewegimg; Axe der Präceasion tat der um den 
Anstofa [G„] abgeänderte Anfaugsimpuls N. Letztere Bahnkurven- 
beBtimmung gilt übrigena aufser für den GrenzfaU P = auch für 
den Fall N = co , wie aua dem achon mehrfach benutzten Prinzipe 
folgt, wonach ein Kreisel von unendlich grofaem Eigenimpuls und end- 
lichem Sehweremomente P sich ebenso verhält, wie ein schwereloser 
Kreisel von endlichem N. 

Die Gestalt der Bahnkurven ist hiemach in allen stabilen Fällen, 
wo unsere beiden Näherungsformeln beliebig genau werden, leicht zu 
öbereehen. Die nachfolgenden charakteristischen Figuren, welche man 
bei allen analogen Schwingungsvnrgängen wiederfinden wird, erläutern 
drei Typen derselben, P>0, P^O bez. N = oo und P < 0. Die 
Bahnkurve in Fig. 55 schliefst sich zufällig fast genau, Fig. 56 stellt 
den Übergang zwischen 55 und 57 dar. 




Wie wir sehen, sind unsere Schwingungen im stabilen Falle 
tautochron, d. h. in erster Annäherung ihrer Zeitdauer nach unab- 
hängig von der Gröl'se des Anstofscs [0J und der damit zusammen- 
hängenden Grisrse der Amplitude tj, vorausgesetzt, dafs beide Gröfsen 
hinreichend klein genommen werden. Unsere Schwingungen zeigen 
also dasselbe Verhalten, welches von den sogenannten kleinen Pendel- 
schwingungen her bekannt ist und welches für die sogenannten „kleinen 
Schwingungen" überhaupt charakteristisch ist. 

Die kleinen Pendelschwingungen mttssen sich natürlich als Spezial- 
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fall unter die Schwingungen des aufrechten Kreisels und zwar speziell 
eines Kreisels von verschwindendem Tr^heitsmomente C einordnen. Da 
das Pendel in vertikaler Luge nur stabil ist, wenn der Maasenpunkt 
unter dem Auf häugepunkt liegt, müssen wir im Vorhergehenden P < 
vorauasetzon. Und zwar haben wir unter m die schwingende Masse, 
unter l die Pendellänge verstanden: 

P = — mgl, A = ml*. 



= 0: 



•n. 



Die Formel (9) liefert daher, wegea N = 

d. h. die bekannte Gleichung fQr die Periode der vollen Pendelschwingung. 

Wir wenden uns nun zu den instabilen Fällen, sowie zu den theoretisch 
stabilen, praktisch aber instabilen Fällen. Auch zur Beurteilung dieser 
Fälle können die obigen Nähe rungs form ein von Nutzen sein; wir müssen 
uns dabei nur gegenwärtig halten, daTs die Genauigkeit dieser Darstellung 
keine beliebige mehr ist, und mCissen die Gröise der möglichen Fehler 
nach den Ungleichungen (5') und (8') in jedem Falle abschätzen. Jeden- 
falls werden wir aus dieser (wenngleich mit endlichen Fehlem behafteten) 
Darstellung schliefsen dürfen, dals der qualitative Charakter der Bahn- 
kurve im allgemeinen ein ähnlicher sein wird, wie in den stabilen Fällen, 
nur daTs die Dimensionen je nach dem Grade der Labilität sich ver- 
gröfsern und dafs im einzelnen quantitative Abweichungen von dem 
einfachen Sinusgesetz Platz greifen. Im grolsen und ganzen werden 
daher die Bahnkurven auch im labilen Falle, wie bereits p^. 324 her- 
vorgehoben, Rosetten von ähnlicher Gestalt wie die vorbeigehenden 
Figuren sein. Wollen wir die Bahnkurven in den labilen Fällen da- 
gegen beliebig genau berechnen, ao werden wir offenbar zu den ellipti- 
schen Integralen zurückgreifen müssen. 

Natürlich müssen wir dabei Dicht die für die Verhältnisse des 
stabilen Kreisels vereinfachte Näherungsformel (10), sondern die all- 
gemeine Formel (4) zu Grunde legen. Insbesondere würde es ein grober 
Fehler sein, wenn wir die Schwiugungsperiode ra aus der Gleichung (9) 
statt aus (3) entnehmen wollten. Die letztere Gleichung wird auch in 
den labilen Fällen ein vernünftiges Resultat liefern, welches um so 
brauchbarer ist, je kleiner sich der Fehler i stellt. Die Gleichung (9) 
dagegen liefert ein ganz unsinniges Ei^ebnis. £s würde sich nämlich 
bei einem labilen Kreisel wegen N^ — 4JP<0 ein im^inärer Wert 
für ro berechnen. Es wäre offenbar eine handgreifliche Verdrehung 
des wahren Sachverhaltes, wenn man aus dieser Berechnung von a 
schliefsen wollte, dafä die Bewegung des instabilen Kreisels unperiodisch 
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verlaufe und die Kreiselspitze sich dem entHp rechend je länger je mehr 
von dem Nordpole entferne. Trotzdem findet mau oft diesen ^nziicb 
falschen Sehlufs geiiiaclit. Was aber noch viel merkwürdiger ist, es 
liefert diese Verdrehung, zum Prinzip erhoben, ein, wie wir später sehen 
werden, sehr fruchtbares Instrument, um über die Stabilität der Be- 
wegimgen ein vorläufiges Urteil zu gewinnen; man nennt dieses Ver- 
fahren die Methode der kleinen Schwingungen! 

Ein ganz besonderes Interesse darf die Bewegung des aufrechten 
schwadien Kreisels im Grenefalle [Q^] = beanspruchen. Wir wollen 
uns vorstellen, dafa wir der Fi^renase in der aufrechten Anfangs- 
lage eine Reihe allmählich abnehmender ÄiiBtäfse erteilen, und wollen 
den Limes untersuchen, dem sich die Bahnkurve für [0(,] ^ nähert. 
Bei den allgemeinen Untersuchungen des folgenden Paragraphen wird 
diese Bewegung, wie wir schon jetzt bemerken, eine prinzipielle Rolle 
spielen. 

Wir wollen uns zunächst fragen, inwieweit wir diese Bewegung 
durch unsere A u näh erungs form ein beherrschen können. Wir bestimmen 
also den Fehler t für den vorliegenden Fall und haben uns zu dem 
Zwecke ein Urteil über die Lage der Wurzeln e, e' und e" zu bilden. 
Die kleinste Wurzel e wird durch denjenigen Parallelkreis gegeben, bis 
zu welchem die Ereiselspitze bei Hinzufügung eines in der Grenze ver- 
schwindenden Anstofses mindestens herunterainkt. Dies ist noch der 
Fig. 54 von pag. 322 der Kreis « ^ e ^ — 1 + 5-7-0 ■ Die nächatr 
gröfsere Wurzel wird wegen der aufrechten Anfangal^e e' = 1. Um 
die dritte Wurzel e" zu finden, gehen wir auf den Ausdruck von U 
in Gleichung (b") (vgl. pag. 318) zurück. Setzen wir hier [SJ = 0, 
so ergiebt sich 

^ ' l =2AP{u~e){\-v)\ 

Die dritte Wurzel wird also in. diesem besonderen Falle mit der 

zweiten Wurzel identisch; wir haben 

Dann aber liefert die Ungleichung (Ö) wegen des verschwindenden 
Nenners als obere Grenze für den Fehler t den Wert 00! In diesem 
Speeialfalle der instalnlen Kreisdiiewegung (aber auch nur in diesem) 
wird unsere angenäherte Darstellung, soweit sich dieses aus da- FehUr- 
abschäüung bewteilen läßt, gänelich unbrauchbar, intlem die ang^ehene 
otere Grenze des Fehlers jeden beliebigen Setrag erreichet kann. 

Zum GlUck wird aber auch gerade in diesem Spezialfälle die genaue 



J 
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Darstellung ho einfach, dafs wir unsere Nälieningaformeln leicht ent- 
behren können. Es zeigt sich nämlich, daTs die elliptischen Integrale 
in elementar ausführbare ausarten, entsprechend dem Umstände, dafs 
zwei unserer Verzweigungapunkte e' und e" zusammenrücken. Nach 
Gleichung (13) wird nämlich 



t-- 



=/#=V3/r^ 



das Integral rechts drückt sich durch einen 
Weiae aus: 



/r^ 



Logarithmus in folgender 



Infolgedessen wird mit Rücksicht auf den oben angegebenen Wert v 



(14) 



t= - 



«+ V ^ 



ytAP— N' 



Die Unterdrückung der Integratiünskonataiiten in dieser Formel 
kommt einer speziellen Festlegung der Anfangszeit gleich. Da die 
rechte Seite für tt ^ e verschwindet, so bedeutet die Anfangszeit ( ^ 
denjenigen Moment, wo die Kreiselspitze den tiefsten Punkt passiert. 
Die Zeit wird also in Gleichung (14) (und zwar mit gutem Grunde) 
nicht wie bisher von dem Eintritt der Störung in der aufrechten Lage, 
sondern von der tiefsten Lage an gerechnet. 

Dem Anstofse [0(,] == entsprechend wird die Äusgangageseh windig- 
keit der Sretselapitze im Nordpole &^ = (wir haben ja allgemein 
[6] = A&'). In Über&iistimvmtiff hiermit wird die Zeit, während tvelcker 
die Kreiselspitze von dem Nordpok Ins su dem Faralldkreis e heraitsinki, 
und welche wir nach Früherem mit m zu bezeichnen haben, geradezu 
unendlidi grofs. In der That liefert Gleichung (14) für diese Zeit, 
bez. für die in umgekehrtem Sinne gemessene Zeit, während welcher 
u von e bis 1 wächst, den Wert 



Die explicite Darstellung der Bahnkurve verlangt femer die Be- 
rechnung des Integrales für ^. Wir setzen zu dem Zwecke in die 
allgemeine Formel 

f n—Nu du 

n ^ N und tragen den Wert von U aus Gleichung (13) ein. So er- 
giebt sich 
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Wiederum läTst sich das Integral auf elementarem Wege ausführen. 
Wir haben nämlich 

/_L_ _^ - = 1 r ' ^" 4- — c ^ tft 

Das erste Integral rechts wurde bereits oben angegeben; das zweite 

liefert 

/ * 1 du ^ a 

Mithin ergiebt sich 

(15) ^ = ± ^ lg 

Da die ganze rechte Seite für u ^ e Teracbwindet, so giebt unsere 
Formel direkt an, um wieviel der Winkel tfi wächst, während die Kreisel- 
spitze von dem unteren Parallelkreise e ausgehend in die allgemeine 
Lage u tibergeht 

Die Gleichung (15) liefert una die gesuchte Darstellung der Bahn- 
kurre. Wir haben unsere Aufmerksamkeit namentlich auf den ersten 
Term der rechten Seite zu richten. Dieser wächst unaufhörlich, wenn 
(4 sich der 1 nähert und wird für « = 1 logarithmiach unendlich. Der 
zweite Term kommt im Verhältnis zum ersten nicht wesentlich in Fr^e, 
weil er für u = 1 endlich bleibt. Die Gestalt der Bahnkurve ist 
daraufhin klar: Uiisere Kurve windet ^ch um den Nordpol unattfhärlich 
Jierum, indem sie sich ifim beständig nähert, ohne ihn jemals eu erreichen. 
Wir haben im Wesentlichen eine logarithmische Spirale vor uns. 

Die ungestörte aufrechte Bewegung stellt hiernach im Falle des 
schwachen Kreisels, wie man im Anschlüsse an Poincares Unter- 
suchungen zur Himmelsmechanik sagt, eine asymptotisdie Lösung des 
KrdselprohletDs dar, weil es eine Schaar von Bewegungen giebt, welche 
eich ihr asymptotisch nähern. 

Verfolgen wir die Bahnkurve von dem Parallelkreise e aus nach 
der anderen Seite, so erhalten wir einen dem soeben beschriebenen 
spiegelbildlich gleichen Ast, welcher gleichfalls dem Nordpole asympto- 
tisch zustrebt. Die gesamte Bahnkurve besteht also in unserem Falle 
nicht, wie im allgemeinen, aus unendlich vielen, sondern nur aus zwei 
spiegelbildlich gleichen Teilbögen. 

Trotzdem schliefst sicli unsere aperiodische Spiraihtrve in gewissem 
Sinne stetig an die periodischen Bahnlcurven hei von Null verschiedenem 
Anstofse an. Wir haben uns vorzustellen, dafs bei abnehmendem [9(,] 
die Durchlau fungsdftuer und die Spannweite jedes einzelnen der unend- 
lich vielen Teilbögen gröfser und gröfser wird, und dal's gleichzeitig auch 
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die Anzahl von Mtilen, mit der sich der Teilbogen um den Nordpol 
lierumschlingt, unbegrenzt zunimmt. Nadi der anderen Seite hin, d. k. 
muh der Seile der aufrechten Kreiselhanegung selbst, ist der Überyang 
van unsera- spiriüigen Grenzkuree »m der instabilen gleichßrmigen Balaton 
natOrlicb ein völlig diskoniinuierlicfier. In der That ändert sich die 
punktförmige Bahnkurve der aufrechten Kreiselbewegung unvermittelt 
sprungweise in die spiralige Greuzkurre ab, wenn wir eratere durch 
einen Änstofs stören und diesen Anstofa zu NiJl abnehmen lassen. 

Hier ordnet sich auch ein spezieller Fall der gewöhnlichen Pendel- 
bewegung ein. Wenn wir nämlich einen nicht aufgezogenen Kreisel 
(Jf^O), d. i. ein Pendel, bei senkrecht über dem ünterstOtzungspunkte 
gelegenem Schwerpunkt anstofsen, so schwingt die Spitze von dem 
höchsten durch den tiefsten Punkt der Kugel hindurch und beschreibt 
einen gröfaten Kreis. Wenn wir den Anstofs immer mehr zu Null ab- 
nehmen lassen, bleibt die Bahnkurve ungeändert dieselbe. Nur die 
Geschwindigkeit im höchsten Punkte wird in der Grenze Null, die 
Sehwinguugsdauer unendlich. Dementsprechend liefern unsere Formeln 
in diesem Falle 

e ^ ^ 1 , ^ ^ const. 

Die nächstfolgende (in orthographischer Projektion hergestellte) 
Figur Ö8 ist fiir die besonderen Werte 

A = P=l, N=Y2 
entworfen, in welchem Falle e = wird und die Gleichung der Bahn- 
kutre sich folgeudermafsen schreiben läTst: 

-Yu 



^'g 



r +arctgVu. 



Bei dem kräftefreien dreiaxigen Körper ist eine entsprechende 
asymptotische Bewegung seit Poinsot bekRnnt(vgl. oben pag. 133, Anm.). 
Dafs aber auch der schwere symmetrische Kreisel einer solchen Be- 
wegung fähig ist, scheint bisher eigentümlicher Weise nicht bemerkt 
zu sein. 

Im AnschluTs an die Bewegung des aufrechten starken Kreisels 
bringen wir einen Nachtrag zu der frfiberen Behandlung der pscudo- 
reguiären Präcessimi, bei welcher der Fall unerledigt blieb, wo die 
Bahnkurve der Kreiselspitze in nächster Nähe des Nordpols verlief. Dies 
nehmen wir jetzt an; es sollen also die Parallelkreiae e und c' (e<c') sehr 
wenig von einander und von 1 verschieden sein. Aufserdem sollen die für 
die pseudoreguläre Präcessiou charakteristischen Bedingungen gelten, 
wonach der Impuls nahezu in Richtung der Figurenaxe fallen und eine 

Klrln-Sammcrrgld, Kldsilbiwggaiig 2^ 



betmchtliche Länge (JV"' grofa gegen ÄP) haXten soll. Wir wenlen ver- 
muten dürfen, dafs die Bewegung ähnlieh verlaufen wird, wie tue Be- 
wegung dea aufrechten atarken Kreiaels bei hinreichend kleinem Anstofs, 
waa wir analytisch hea tätigen werden. 

Da wir wieder unsere Naherungafonneln verwenden wollen, prflfea 
wir zunächst deren Ge- 
nauigkeitsgrad. Die For- 
mel für M gieht, wie wir 
wissen, eine beliebige Qe- 
nauigkeit, wenn die obere 
Grenze des Fehlers t 




y? 



-^ — 1 



Flg. &H. 

uns also ein Urteil Ober die 
Nach Gleichung (9) voi 



Gröfae von e" 
■ pag. 273 wird 



beliebig klein ausfällt. 
Hierzu genügt noch nicht, 
daTs e und c hinreichend 
wenig verschieden sind, 
sondern es kommt noch 
die weitere Bedingimg 
hinzu, dafs «" den Wer- 
ten e, e' nicht sehr nahe 
liegen darf. Wir mOssen 
bilden. 



- N* 



-nNe 

— »X f ; 



nähert sich e immer mehr der 1 , so nähern sich auch die Werte n 
und N einander; es verschwindet also Zähler und Nenner gleichzeitig, 
so dafs eine besondere Untersuchung nötig wird. Wir gehen auf den 
ursprünglichen Ausdruck von U (s. Gleichung (7') von png. 23fl) zurück. 
Trt^jen wir hier « ^ c ein, so wird 

(Ne ~ ny = (h — N' — 2APe) (1 — e') 



oder 



■ 4- AT» — gw-iVe 



= li — 2APe. 



Die rechte Seite dieser Gleichung hat eine einfache meclianische 
Bedeutung; es war nämlich {a. Gleichung (3) von po^, ^10) 

k^\i\^ -j-2^Pcos*; 
mithin ist die fragliehe Gröfse direkt gleich |t|,^, d. h. gleich dem 
Quadrat der Länge des Impulse» in der Anfangslage f. Nach Voraus- 
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■ aehi- grofae Zalil 
e" ebenfalls einen 
o wie bei der ftuf- 



setzung ist diese (rrölse im Yerhältnis 7,n AP eir 
und wenig von N* verscliieden. Hieraus folgt, dal 
grofsen Zahlenwert besitzt und dafa wir, gerade 
rechten Bewegung, näherungs weise setzen können 

(16) e =-^-^, 

wobei |t|J durch N^ und e' durch 1 ersetzt ist. 

Die Näherungsforniül (8') von p^. 272 für w besitzt also auch 
in diesem Falle der pseudo regulären Präcession eine beliebig hohe Qe- 
iiauigkeit. Wir acbreiben dementsprechend 



(H) 



= «0 + e 3 



■ ». + «, 



"-'Yw- 



Gröfsere Weiterungen Terursacht die Herstellung einer geeigneten 
Näherungsformel für *. Wir Haben 

Die Berechnung von ^, macht keine Schwierigkeit. Benutzen wir 
die Identität 



l + " 



l + « 1 + ». + « 
so wird näheningsweise 



(l + l..)' T^(l +..)'(■ +»)' 



(18) 



*.-, 



Das fortgelassene Restglied ist, wie man sich leicht überzeugt, im 
Verhältnis zu den beibehaltenen Qliedem bei hinreichend kleinem e 
allemal beliebig klein. 

Bei der Berechnung von ijj, nützt uns die vorherige Entwickelung 
nichts, weil dabei die als klein vorausgesetzte Gröfae 1 — m„ in den 
Nenner treten und die Abschätzung- des Fehlers illusorisch machen 
wörde. Wir sind daher auf die wirkliche Ausführung der Integration 



Gleichung (17) benutzen, 



(t, hat, wenn wir für ti den Wert i 
die Form: 



♦.-=/r 



'>1, e- 



Die Integration liefert, wie man verificieren kann, 
(19) ♦, _ -' aretg '-Li" "' 



^40 T. BeMBdeK Bevegnngafbrnieii des schwereti sTminetTiBchen Kreiseli. 

Wir worden hier alao auf eine kotnpliciertere Abhängigkeit von / 
geführt, welche sich nicht, wie in der für tf/j gegebenen Formel, aii- 
mittolbar in ein der Zeit proportionales und ein poriudische» Glied 
zerlegt. Aut die PeblerabBchätzung werden wir hier der Kürze halber 
nicht eingehen. 

Zunächst wollen wir unsere letzte Formel mit der früheren Dar- 
stellung der pseudo regulären PrEcession und der aufrechten Kreisel- 
beweguiig in Zusammenhang bringen. Bei der pseudoregulären Prä- 
cession mit nicht verschwindendem PräceBsionskreiae ist 1 — u„ von 
Null veraehieden und a wegen des kleinen Nenners e stihr grofs. In- 
folgedessen geht das Argument des Arcus-Tangens über in tf^at und 
die Formel ^, in 

Dieser Term, zusamjuen mit dem ersten Gliede in (17), bestimmt 
die mittlere PrUcesaionageach windigkeit bei der pseudo regulären PräcessiuQ 
in der früher (pag. 302) angegebenen Weiae, 

Sehen wir andrerseits zu, was Gleichung (19) bei der aufrechten 
Bewegung giebt, wo die Bahnkurv« durch den Nordpol der Einheitskugel 
hindurchzieht. Hier wird r' ^ 1 und 1 — t*,,^ «- Mithin haben wir 
O'^l. Das Argument des Arcus-Tangens nimmt in diesem Falle nur 
die drei Werte + oo, — oo und an. Im allgemeinen ist aein Wert 
+ oo, je nach dem Vorzeichen von coa a'-, in denjenigen Momenten 
aber, wo ai = (4« + I) -, wird, d. h. (vgl. Gleichung (17>), wo die 
Kreiselapitze den Nordpol passiert, springt das Argument von -\- ao 
durch nach — oc; der Wert des Arcua-Tangens vermehrt sich dabei 
sprungweise um — 2n. (Um dieses einzusehen, mufa mau aUerdings 
nicht den Qrenzfall a =^ 1 selbst, sondern ein a > 1 betrachten.) In 
der Gleichung (7) von pag. 330, durch welche wir die ^-Koordinate bei 
der aufrechten Bewegung darstellten, kam diese sprungweise Änderung 
nicht zum Ausdruck. Vielmehr giebt diese Gleichung nur den einen 
Beatandteil ^^ (und zwar nur das erste Glied desselben) wieder. Dagegen 
lehrt ein Blick auf die Figuren 55 — 57 die Bedeutung des in Rede 
stehenden Termes verstehen. Beim Passieren des Nordpols wächst ili 
in der Tliat notwendigerweise momentan uiid zwar um n, da sich die 
Bahnkurve durch den Nordpol hindurch mit stetiger Tangente fortsetzt. 
Gleichzeitig schliefsen wir daraus, dals der (sonst nicht ganz leicht zu 
bestimmende) Grenzwert des Faktors: 

c ^ jn-N)" 



Analytisohei rar ui&aditen EmiMlbew^ung. 



fBr 1 — 1*0 = * """^ « = Ä" gleich aein wird. Diesen Grenzwert 
wollen wir auch im Falle, dafs die Bahnkurve nicht genau durch den 
Nordpol hindurchgeht, benutzen, und för (19) einfacher schroihen: 



(19') 



- arctg - 
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Die defhiHiven Formeln zur Beschreibung einer jxetidoregulären Prä- 
ression mn sehr kleitietn Präcessionskreise werden daher nach (17), (18) 
und (19') die folgenden: 



(20) 






+ -n- arijtg - 



I^ 



Der Vorgleich unserer Bewegung mit der aufrechten Kreiselbe- 
wegung giebt uns ein deutliches Bild von dem Ursprung des Termes <(',, 
Der plötzliche Sprung der i;» - Koordinate im Falle der aufrechten Be- 
wegung mula sich bei unserer pseudoregulären Präcession in eine stetige, 
aber eventuell sehr schnelle Änderung auflösen, welche jedesmal dann 
eintritt, wenn die Kreiselapitze dem Nordpole sehr nahe rückt. Ea ist 
begreiflich, dal'a diese ausnahmsweise Änderung dea Äzimuthes sich dem 
allgemeinen Schema von Präeeaaion und Nutation nicht anpafst. Dem- 
entsprechend sehen wir, dafs der allge^meine Charakter der Gleichimgen 
zur Darstellung der pseudoregulären Präcession gegen früher erheblich 
verändert ist und namentlich, dafs tcir die Bewegung nicht wie frU/ier 
in eine reguläre Präcession und eine einfaciie liarmonische Süiwitußung 
auf lösen können. 

Einer ähnlichen Modifikation würden natürlich auch die Gleichungen 
bedürfen, durch welche wir die Nachbarbewegungen der regulären 
Präcession dargestellt haben, falls letztere in nächster Nähe des Nord- 
pols stattfindet. Auch hier ivürde sieh die Spaltung der Bewegung in 
eine mittlere Präcession und eine darüber gelagerte Nutation nichi mehr 
glatt ausfultren lassen. 

Trotz des formalen Unterschiedes in der Gestalt der Gleichungen 
bleiben doch wesentliche Eigenschaften der allgemeinen paeudoregulären 
Präcession erhalten. 
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Wir aaben bereits, daTa sieh die Zeitdauer a eines Überganges von 
dem einen zu dem anderen Begrenzuugskreise aucb jetzt durch die 
Nähenrngsformel (17) 






darstellen lälst, welche mit Gleichung (15') von pag. 305 identisch ist. 

Ferner berechnen wir nach (20) die GrÖfse 2 Vn., d. h. die Änderung 

des AzimuthcB ip während zweier aufeinanderfolgender Übergänge. Der 

Arcus- Tangens wächst während dessen um — 23r, der Winkel i^ daher um 

Hier gehen wir noch zur Grenze M|, = 1, m = ^ über, welche der 
aufrechten Bewegung entspricht und erhalten: 

Setzen wir für m den eben angegebenen Wert ein und entwickeln diesen, 
indem wir von -jt^ wie früher bei der pBeudoreguJären Präcession nur 
die erst« Potenz beibehalten, so ergiebt sich schliefslich: 
AAP\ ä ,1_ iAP _ 



2il>^ = 



1- 



JV' 



-1 



N' 



Dieser Wert stimmt genau mit demjenigen Überein, den wir bei 
der gewöhnlichen pseudoregulären Pracession aus Gleichung (II) von 
pag. 303 berechnen würden. 

Für die Anwendungen (insbesondere für die Ballistik) haben die 
pseudoregulären Präceaaionen von sehr kleinem Präcessionskreise eine 
gewisse Bedeutung, weshalb ihre nachträgliche Erledigung an dieser 
Stelle geboten schien. 



g 6. AUgemeines über die Stabilität und Labilität der Bewegungen. 

Aufgabe dieses Paragraphen soll es sein, unsere bereits mehrfach 
angewandte Begriffabestimraung der stabile» und labilen Bewegimgen 
zu verschärfen und gegen andere Definitionen dieses Begriffes abzu- 
wägen. Das Bei spiet des Kreisels wird uns dabei einen geeigneten 
Ausgangspunkt für allgemeinere Betrachtungen liefern. 

Am frühesten kommt ein Stabilitätsbegriff bewegter Systeme in 
der astronomischen Mechanik vor. Er spielt bereits bei Laplace eine 
bekannte wichtige Rolle, der seine Scheinbeweise für die Stabilität des 
Planetensystems gab.*) Und zwar nennt man nach Laplace ein Punkt- 

•) Vgl. a. B. Jacobia vierte Vorlesung über Dynamik. 
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System stabil, wenn im Laufe der Zeit kein Punkt sich ins Unendliche 
entfernen kann. Wie man sieht, ist dieser StabiUtätsbegrifF speziell 
auf die BedürfnisBe der Astronomie und die VerhältnisBe bei einem 
nicht starren Punkta^;regate zugeschnitten. Er hat mit dem, was wir 
im P"olgenden als Stabilität bezeichnen werden, sehr wenig zu thun. 

Vom physikalischen Standpunkte aus hat wohl zuerst*) Lord Kelvin 
auf die Stabilitätsfragen aufmerksam gemacht. Es giebt nach ihm 
„kaum eine litr die Naturerkcnnbiis wichtigere mechanische Frage wie 
die nach der Stabilität und Labilität der Beweg\ingen,"**) Seitdem 
werden diese Dinge von zahlreichen namentlich englischen Autoren 
behandelt. Die hier gewöhnlieh zu U runde gelegte Definition der 
Stabilität entnehmen wir der Preisschrift von Herrn B. J. Bouth, On 
the stahüitg of a given State of motüm.***') Nach ßouth soll die Bewegung 
eines Systems stahil heifsen, uienn hei eiiwr bdi^igcn aber kleinen Störung 
die Abweichung ewisdien den eu gleichen Zeiten Platz greifenden Lagen- 
koordinaten des Systems *w tler abgeänderten und der ursprünglichen Be- 
wegung dauernd hlein bleibt (Unter einer „kleinen" Qröfse wird dabei 
eine solche verstanden, ..deren Quadrat vernachlässigt werden kann".) 

Wir haben zunächst das Wort „Störung" näher zu präzisieren. 
Wir verstehen daninter zunächst den Inbegriff' der Differenzen zwischen 
dai Anfangswerlen der Imjmiskoordinaf-en hei der ursprünglichen und der 
abgeänderten Bewegung. Hierbei müssen wir uns allerdings bezüglich 
dessen, was hei einem beliebigen mechanischen System unter den 
Impulakoordinaten verstanden werden soll, auf spätere Ausführungen 
berufen. 

Es liegt nun nahe, an der mitgeteilten Definition eine durch die 
Forderungen modemer Strenge gebotene Modifikation vorzunehmen. 
Wir werden lieber, statt von kleinen, von beliebig kleinen Störungen 
und Abweichungen sprechen. Damit knüpfen wir an die wohliundierten 
Grujidbegriffö der Differentialrechnung, speziell den Grenzbegriff, an. 

Gleichzeitig sondern wir durch diese Modifikation die in unserem 
Beispiel von pag. 325 als praktiscit stabil bezeichneten Fälle von den 
theoretisch stabilen ab. Bei den praktisch stabilen, theoretisch labüea 
Fällen der aufrechten Kreiselbewegung war nämlich die Abweichung 
der Kreiselspitze von ihrer Anfangslage (info^e besonderer Wahl der 
Konstanten A, P und N) dauernd klein; sie konnte aber nicht (durch 



*) In der ersten Auflage der Natural Philosophy, 1867, 
") Vgl. Thomflon und Tait: Matiiral PhiloBophy, arl. 818, Vol. 1 pag. 416. 
*") London ISTT, vgl. Kap. 1, alt. 1, sowie das Lehrbuch desBelben Autors, 
Sigiil Dynamic», Part 11. art. 8fi6 und SGT. 
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Verkieinening der Störung) beliebig klein gemacht wertlen. Nach der 
vo rängest ellteu Routhachen Defiuitioii würdeu diese Fälle daher zu deu 
stabileti, nach Anbringuag der vorgesehlageuen Modifikation aber zu 
den iuBtabileu zu rechneii sein. Ob letzteres oder entterea an sich vor- 
zuziehen sei, bleibe dahin gestellt. Jedenfalls aber wird die eiakte 
Handhabung der Stabiiitätadefinition durch die Forderung beliebiger 
Kleinheit von Störung und Abwinchung, d- h. durch die Beschränkung 
auf titeoretische Stabilität, erleichtert. Auf die Behandlung der praktisch 
stabilen, theoretisch labilen Fälle bebalten wir uns vor, am Schlüsse 
des Paragraphen zurückzukommen. 

Wir erwähnen sogleich noch eine zweite Modifikation, welche wir vor- 
schlagen möchten. Die obige Definition verlaugt, dafs die Abweichungen 
zwischen den Lagen -Äowdi'nofcn des Systems klein seien (bez. beliebig 
klein gemacht werden können). Die Auswahl des Kfiordinatensystems 
aber ist, zumal vom Standpunkt« der allgemeinen Lagrange sehen Mechanik, 
ganz in unsere Willkür gegeben. Es ist sehr wohl möglich, dal's die Ab- 
weichungen zwischen den Lagen koordinaten bei einer gewissen Wahl 
des Koordinatensystems im Verlaufe der Bewegung beliebig klein bleiben, 
bei einer anderen beliebig grofe werden — sofern wir nicht die Wahl 
des Koordinatensystems gewissen Beachrinkungen unterwerfen, auf die 
wir an dieser Stelle nicht eingehen können. Jn (kr ohUjen Fassung betrifft 
also die Stabüitätsdejinition genau genommen eine mechanisch gegenstands- 
lose Eigenschaft der Bewegmig, welche vom Koordinaienst/slcm nüJU un- 
abhmgig ist. 

Es ist leicht diesen Übelatand zu beseitigen. Wir müssen nicht 
von den Abweichungen der Lagetikoordinatcn, sondern von den Ab- 
weiclmn^en der Lagen des Systejus sprechen. Diese nennen wir beliebig 
klein, wenn die Entfernungen der Orte jedes einzelnen Systempunktea 
bei der einen und bei der anderen Bewegung in entsprechenden Zeit- 
moraenten beliebig klein sind. Die Entfernung zweier Punkte aber ist 
ein von der Koordinatenauswahl unabhängiger Begritf. 

Um auch bei der Gröfaenabschätzung der Störung vom Koordinaten- 
system unabhängig zu sein, kJ>imen wir uns den Oesamtimpuls des 
Systems in die zu jedem einzelnen Massen punkte gehörigen Einzel- 
impulse aufgelöst denken, welche jederzeit aus Masse und Geschwindig- 
keit des Punktes bestimmt werden können. Die Störung wird alsdann 
beliebig klein heii'sen, wenn die Abweichungen zwischen den zu jedem 
Systempunkte gehörigen Einzeliinpulsen im Anfange der ursprünglichen 
und der gestörten Bewegung unterhalb einer beliebig vorzuschreibenden 
Grenze liegen. 

Daraufhin werden wir die Routheche Definition der Stabililät 
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folgen de rmafsen präzisieren können; Eine Sewcffung heiße stabil, wenn 
ilic aus einer Störung reauUitn-mden Abtveichutigen zwischai entspredwndcn 
La/jen lies Systems dadurch dauernd unter eine unebene Greme herai>- 
gcdriickt werden können, dafs man die Gröfse der Störung unterhalb einer 
ffceiffnet zu Itestimmenden Greme wählt 

Wir wollen diese Definition eingehend auf ihre Zweckmäi'sigkeit pHlfen. 

Vom rein logischen Standpunkte aus ist natürlich jede Definition 
zulässig, welche nicht mit sich selbst im Widerspruch ist und der 
illierhatipt irgendein Objekt in der Wirklichkeit entspricht. Vom natur- 
wissenschaftlichen Standpimkte aus al)er müssen wir von einer Stabilitäts- 
definition mehr verlangen als ihre blofse innere oder Üufeere Wider- 
spruchslos igke it. Allgemein verbindet man nämlich mit dem Worte 
„inatabil" die AutTassung eines ausnahms weisen und turbulenten Vor- 
ganges. Wir werden daher, um dieser Auffassung gerecht zu werden, 
von unserer Definition verlangen müssen, dafs keine durchaus reguläre 
und gewöhnliche Bewegung unter den Begriff der instabilen, keine 
augenscheinlich irreguläre unter den der stabilen Voi^nge falle. 

Es soll nun an einer Reihe von Beispielen gezeigt werden, dafs 
unter diesem Gesichtspunkte die obige Definition der Stal>ilität un- 
geeignet ist. Die betreffenden Beispiele entnehmen wir zum Teil der 
Theorie des Kreisels, zum Teil den einfachsten Problemen der Pimkt- 
mechanik. 

Betrachten wir zunächst die reguläre Präcession und die benach- 
barten Bewegungen, wie im § 1 dieses Kapitels, Hier konstatieren 
wir aus dem Anblick der Fig. 47, dafs die abgeänderte Bahnkurve 
dauernd in der Nähe der ursprünglichen verläuft; und zwar gilt dieser 
Sachverhalt für jede beliebige Art der Störung. 

Anders liegt die Sache, wenn wir nicht nur die räumliche Gestalt 
der Bahnkurve, sondern auch, wie es die obige Stabilitätsdefinition ver- 
langt, das Tempo berücksichtigen, in welchem sie von der Kreiselspitze 
durchlaufen wird. Wir sahen pag. 287, dafs bei der abgränderten Be- 
wegung die mittlere Winkelgeschwindigkeit 



von der Präeessiousgesch windigkeit 

n — 2fe 



-1(1— «1 
bei der ursprünglichen Bewegung im allgemeinen, d. h. immer dann, 
wenn der Änstofs nicht gerade die Knotenliuie zur Axe hat, verschieden 
ist, allerdings um so weniger, je kleiner wir den Anstols wählen. Dies« 
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Verschiedenheit genügt aber, um im Laufe der Zeit eine endliche Differenz 
KwJHcbeii der L^e der Kreiaebpitze in den beiden verglichenen P'ällcn 
der Bewegung herbeizuführen Wir können direkt ein (mit abni^hmen- 
der Störung natürlich wachsendes) Zeitinterrall t bestimmen, nach dessen 
Abkuf die Differenz der ^fr-Werte bei unseren beiden Bewegungen bei- 
spielsweise grüfser als ^ ^'^d. 

Wollten wir dieses vermeiden, so mfllsteu wir den Charakter der 
ätnruiig der besonderen Bedingung unterwerfen, dafs lediglich die 
[QJ-Komponente des Impulses bei der Störung alteriert wird. Das wäre 
aber eine willkürliche Festsetzung, welche in der bisherigen Definition 
nicht vorgesehen ist.*) Überdies würde auch dann noch die abgeänderte 
FniceBsionsgeschwindigkeit mit der ursprünglichen (vgl. pag.320) nur bis 
auf Oröfsen übereinstimmen, welche der zweiten Potenz der Störung [Öq] 
proportional sind. Bei entsprechender Vergrölsoning des Zeitintervalles t 
kennen wir auch in diesem Falle eine beliebige endliche Differenz in 
den gleichzeitigen Werten der ^-Koordinate bei der ursprünglichen und 
der abgeänderten Bewegung konstatieren. 

Hiemach ist klar, dafs nach <kfn Worthiil ttmerer obigtnt DcßiitUm 
die allereinfachste Bewegung des Kreisels, die reguläre Fräeesston, als 
instahü su bezeichnen wäre. 

Entsprechendes gilt in erhühtem Mafse von den allgemeinen Be- 
wegungen des Kreisels. Hier bleibt bei einem hinreichend kleinen An- 
stofse nicht einmal die Bahnkurve der Ereiselspitze ihrer Gestalt nach 
dauernd in beliebiger Nähe der ursprünglichen. In der That ändert 
sich bei einer Abänderung des Impulse» im allgemeinen (vgl. die 
Figuren 29 — 35 des vorigen Kapitels) auch die Spannweite der Teil- 
bögen, sowie die Zeit, in welcher letztere durchlaufen werden. Aller- 
dings können diese Änderungen beliebig klein gemacht werden, wenn 
wir die Impulsändening hinreichend klein wählen. Wenn wir aber nur 
einen genügend grofsen Zeitraum in Betracht ziehen, entstehen aus 
solchen beliebig kleinen Andeningen beliebige endliche Differenzen 
zwischen entsprechenden Lagen der Kreisel spitze. Wollten wir also an 
der obigen Definition festhalten, so müfsten wir die sämtlichen Bewegungen 
des Kräsels scideclitweg für instabil erklären. Dies trifft insbesondere 
auch für die aufrechte Bewegung des starken Kreisels zu, wenn wir 
die Koordinate j; berücksichtigen und eine Abänderung der ImpiUs- 
komponente N zulassen oder ganz allgemein dann, wenn wir auch 



*) In WirkÜühkeit wird eine solche Festsetzung bei den CDgliscben Autoren 
aUardings meist nachträglich eingefübrt. VgL den folgenden Paragraphen. 
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solche Abweichungen mit in Rechnung setzen, welche der zweiten 
Potenz der Störung proportional sind (vgl. p^. 320). 

Um auch noch ein Beispiel aus der Mechanik des einzelnen Massen- 
Punktes zu nennen, betrachten wir mit Herrn Appell*) die kreis- 
förmige Bew^fung eines Massenpunktes in einer festen Ebene unter 
dem Einflüsse einer anziehenden Centralkraft von dem Wirkungsgesetze 
r". Es zeigt sich, dals bei einer Störung die abgeänderte Bahnkurve 
diuternd dem ursprünglichen Kreise bei hinreichend kleinem Anstoffl 
beliebig nahe bleibt, falls «> — 3 ist. Anders die Lage des Punktes 
auf der Bahnkurve. Diese wird offenbar nur dann filr die Dauer der 
Bewegung wenig geändert werden, wenn der Zusatzstofs keine Kom- 
ponente in Richtung der ursprünglichen Bahn hat, wenn also der Zu- 
satzstofs die Geschwindigkeit des Punktes ungeändert läfst. Hr. Appell 
sieht sich daher auf Grund der obigen Definition genötigt, die Bewegung 
des Punktes auch im Falle » > — 3 für instabil zu erklären. 

Die genannten Mifsstände kann man teilweise vermeiden, wenn 
man prinzipiell nur solche Impulsänderungen zuläfst, welche die Energie 
des Systems nicht verändern. In dem Werke von Thomson und Tait 
wird eine derartige Störung als „konservativ" bezeichnet, und die Be- 
schränkung auf konservative Störungen sogleich in die Stabilitäts- 
definition aufgenommen.**) Bei dieser "Modifikation des Stabilitätsbe- 
griffes wird in dem zuletzt genannten Beispiele die kreisförmige Bahn 
im Falle »> — 3 fftr stabil zu erklären sein***); überhaupt wird so 
das Auftreten „säkularer Störungen", wie man die mit der Zeit wachsen- 
den Abweichungen der abgeänderten von der ursprünglichen L^e nennen 
kann, in vielen Fällen vermieden {wenigstens insoweit, dals diese oku- 
laren Glieder nur noch von der Gröfsenordnung der zweiten Potenz 
der Impulsänderung sind). 

Es bleiben aber noch genug andere Übelstände bestehen. Betrachten 
wir z. B. die kräftefreic Bewegung des einzelnen Massenpunktes nach 
dem Galileischen Trägheitsgesetze, Werden wir uns entschlielsen können, 
diese sozusagen regidärste aller Bewegungen für instabil zu erklären? 
Nach dem Wortlaute der Üblichen Definition müfsten wir es thun. 
Denn die durch einen Zusatzstofs abgeänderte Bewegung des Punktes, 
welche beim Fehlen äul serer Kräfte wieder eine gleichförmige und 
geradlinige ist, entfernt sich von der ursprünglichen Bahn mehr und 
mehr, wie klein wir auch die Störung bemessen mögen. 



*) Mecanique rationelle, t. II, art, 45S. 
••) Natural Philoeophy, art, 3*6, 347. 
"*) Natural Philosophy, art. 350, 
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Wir ziehen ferner das interessante Beispiel der geoilätischen Linien 
heran, d. h. der kräftefreieii Bahnen eines einaebien Maaseopunktes, 
welcher gezwungen wird, auf einer irgendwie gekrümmten Fläche zu 
bleiben. Hier haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die 
Krümmung der Fläche (im Gaussiachen Sinne) positiv oder negativ ist. 
Laasen wir unsem Musaeupunkt auf einer tlÖche von negativer Krümmung 
laufen (z. B. auf einem einHchaligen Hyperboloid) und erteilen ihm einen 
kleinen Stofs, so entfernt sich die so gestörte Bahn von der ursprüng- 
lichen immer mehr; wir können keine Urenze angeben, unterhalb dere(i 
die GröfsG des Stofses liegen müfste, damit die Entfernimg des Punktes 
bei der abgeänderten Bewegung von der entsprechenden Lage bei der 
ursprünglichen Bewegung unter einer vorgegebenen Grenze bleibe. 
Hiernach mülsten wir alle geodätischen Bahnen auf Flächen negativer 
Krümmung mit Thomson und Tait*) ala instabile Bahnen bezeichnen. 
Auf den Flächen von positiver Krümmung andrerseits sind geodätische 
Bahnen, welche Im Sinne der obigen Definition stabil zu nennen sind, 
jedenfalls denkbar. Man zeigt nämlich, dal's, wenn man auf einer aolchen 
Fläche von irgend einem Punkte aua zwei geodätische Linien konstruiert, 
welche sich in ihrer Anfanganchtung unendlich wenig unterftcheiden, 
diese sich fortgesetzt schneiden müssen, in Intervallen, die je nach der 
Grölse des Krümraungsmalses verschieden sind. Betrachten wir also 
eine dieser beiden Linien als die ursprltn gliche Bahn unseres Alassen- 
punktes, die andere als die durch eine Störung abgeänderte, so wird 
die erstere beständig um die letztere herumoscillicrtn. Können wir 
femer nachweisen, dais die Amplitude der Oscillationen mit wachsender 
Zeit nicht systematisch zunimmt, so werden wir bei Beschränkung auf 
konservative Störungen die Bahnkurve auch nach der obigen Definition 
Tür stobil erklären können.**) 

Alles in allem werden wir aber sigen müssen: Die obiye StabilitätS' 
ikßnUion, tuick welcher eine dauernde Kleinheil der Ähweidiungcn ver- 
langt wird, ist eu eng. Sie verweist unter anderem die allcreinfacfisten 

*) I. e. art. 366, wo man auch die HuraerRt einfachen Beweise der im Text 
genannten Sätze ilher geodätische Linien nachleaen wolle, 

••) Thomson und Tait, I. c, art. 365. Der HchlufH auf die (im Sinne der 
Autoren geroeinte) Stabilität der Bahnkurve ohne vorherige Untersuchung der 
Oscillationsaniplitude echeint allcrdinga voreilig. In der That aiod z. B. auf dum 
Kotati OD sellipsoid die Meridiane im Thomeonschen Sinne instahile Bahnes: Bei 
lÜDZufügung eines aeitliehcn ÄnatofHeH gehen sie in ungeschlossene Kurven Aber, 
welche abwechselnd einen in der NBhe des Nordpola und einen in der Nilhe des 
Südpiols gelegenen Pitrallcl kreis berühren uatl das Ellipsoid mit einer von an ver- 
schiedenen Spannweite umschlingen. Verfolgen wir eine solche Kurve weit genug, 
80 entfernt «ie sieb von dem ursprOnglicheD Meridiane mehr und mehr. 
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und nyulärstcn Bewegutigen (Galileisciie 'iräg}ieil&hetceffung !) in die Klasse 
der instcänlen Bewegungen, vms der natürlichen Auffassung des Wortes 
ui<l(TSpnc}d. 

Man könnte Tbrsuclien, die obige Definition im weaentlichen bei- 
zubehalten imd sie nur darin abzuändern, ilaSe man die Kleinheit der 
Abweichungen nicht für jeden beliebigen, sondern für einen begrenzten 
Zeitraum fordert. Man würde dann die Stabilität durch folgendes 
Postulat definieren: 

Es soll nwglicli sän, die Störung so klein zu uiäMen, da/s für 
einen gegebenen Zeitraum KT die Ahuieichungen zwischen en(- 
^echenden Lagen des Systems bei der ursprünglichen und der abge- 
änderten Bewegung unterhalb einer vorgegebenen Grenze bleiben. 

Auf Grund dieser Definition würde die Qalileische Trägheitsbe- 
wegung, die geodätischen Bahnen auf dem Hyperboloid, die allgemeine 
Kreisel bewegung u. a. w. sofort in die Kategorie der stabilen Bahnen 
einrücken. Es würden sich aber Ubelstände anderer Art ergeben. Ea 
würden namlicli Bewegungen von so zweifellos irregulärem Charakter 
wie die aufrechte Rotation des sehwachen Kreisels für stabil erklärt 
werden müssen. 

Rufen wir uns zunächst das Verhalten des schwachen Kreisels im 
Grenzfalle eines unendlich abnehmenden Anatofses (lim [0^] = U) ins 
Gedächtnis zurück. Unsere frühere Untersuchung zeigte, dafs die 
Kreiselspitze in diesem Grenzfalle allerdings nicht in beliebiger Nähe 
des Nordpols bleibt, dafs aber ihre Geschwindigkeit im Nordpole seibat 
gleich NuU ist. Und zwar wurde die Zeit to, während welcher die 
Kreiaelspitze in Fig. 58 von einem beliebigen Punkte der Spirale bis 
in den Nordpol gelangt, unendlich grofs. 

Hiernach übersiebt man das Verlalten der Kreiselspitze bei einem 
von Null verschiedenen aber aufserordentlich kleinen Anstofse [8o]. 

Die Bahnkurve ist dann keine Spirale, aber sie wird den Nordpol 
immerhin noch einige Male in nächster Nähe umkreisen; die Ge- 
schwindigkeit 9-', mit welcher sie aas dem Nordpole herausrückt, ist 
nicht gleich NuU, aber immerhin auiseror deutlich klein. 

Sicherlieh können wir nun für den Anstol's [0q] eine obere Grenze 
so festsetzen, dafs bei jedem kleiuereu Anstofse für jede Zeit t <. T 
(T etwa gleich einem Jahre) die Abweichung der Lagen koordinate # 
in der abgeänderten und der ursprünglichen Bewegung kleiner als c 
(i etwa gleich einer Bogen Sekunde) wird. 

Mit anderen Worten: Die Bewegung des aufrechten schwachen Ereisels 
wäre bei Zugrundelegung unserer jetzigen Definition stabil/ 

Ähnliche Betrachtungen liefsen sich in dem gleichfalls 
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als instabil anerkannten Falle der Itotation des unsymmetrischen schwere- 
losen KreiselH um seine mittlere Hauptt^ägllE^itBaxo anstellen. Auch 
hier wird die Geschwindij^keit, mit der die Rotationsase bei einem zu 
Xull abnehmenden Anstolso die mittlere Haiipttragheitsaxe verläTat, 
in der Grenze gleich Null. Für eine begrenzte Zeit t < T bleibt daher 
die abgeänderte Bewegung bei geeigneter Wahl des AnstoIseB auch 
hier in beliebiger Nähe der ursprünglichen. 

Wir schlieraen hieraus: Unsere jetzige StahiliiätsdefinitUm, mocä 
welcher die Kleinheit lier Äbweldatnff uur für einen begrenxUM Zeitraum 
verlangt wird, ist zu weit. Sie Uifst Betvegangen als stabil passieren, 
die wir vemünßiger Weise durcJuius ah labil anseium, müssen. 

Wir sind somit in ein eigentümliches Dilemma geraten, dem wir 
nur dadurch entgehen können, dafs wir unsere früher bereits mehrfach 
in Anwendung gebrachte Stabilitätsdeiinition wieder aufnehmen. Wir 
wollten eine Bewegung stabil nennen, wenn zwischen ihr und der durch 
einen beliebigen Aiistofe abgeänderten Bewegung ein stetiger Übergang 
möglich ist. Es kommt nur darauf an, diesen etwas unbestimmt ge- 
haltenen Stetigkeitsbegriff näher zu präzisieren und durch ein analy- 
tisches Kriterium zu kennzeichnen. Wir wollen zu dem Zwecke folgender- 
mafsen Terfahren: Wir ändern die fragliche Bewegung durch einen end- 
lichen Anstofe Tou beliebigem Charakter ah. Alsdann lassen wir die 
Qröfse des Anstolses zu Null abnehmen und suchen die Grenze auf, 
der die abgeänderte Bewegung hierbei zustrebt. Wenn diese Grenze 
existiert und mit der vorgelegten Bewegung übereinstimmt, nennen wir 
den Übergang etciscken der ursprünglicken und der abgeänderten Be- 
wegimg einen steigen. 

Unsere endgültige Stabilitätsdefinition, ausgesprochen filr ein be- 
liebiges mechanisches System, wird daraufhin folgen de rmafsen lauten: 

Eine Bewegung soll stahil Iteifsen, wenn sie übereiiistimmt mit dem 
Limes, welchem die aus einer behängen Impuls- Änderung resultierende 
Bewegung hei nach NuU (^metimender Grofse dieser Änderung zuslrdit. 
Dagegen soU sie U^l genannt werden, wenn sie von dem so erhaltenen 
lAmes verschieden ist, oder wenn bei verschiedenen Arten der Imjnds- 
änderung verschiedene Limites fterauskommen oder wenn ein Limes üler- 
Juxupt nic)U existiert. 

Offenbar wird nach dieser Definition beispielsweise die reguläre 
Präcession, die allgemeine Bewegung des Kreisels, bei welcher die 
Bahnkurve zwischen zwei Parallelkreisen hin und her läuft, die Qalileische 
Trägheitabahn u. s. w. zu den stabilen Bewegimgen, die aufrechte Be- 
wegung des achwachen Kreisels, die Rotation des dreiasigen Körpers 
um die mittlere Hauptträgheitsasti u. a. w., wie billig, zu den labilen 
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Bewegungen zu reclinen sein. In der That Bahcu wir k. B. bei dem 
aufrechten schwachen Ereiael, dafs bei zu Null abnehmendem Werte 
des Anstofses [0J eine ganz bestimmte Bewegung (von spiraltger 
Bahnkurve) Obrig blieb, welche von der einfachen Rotation um die 
Vertikale verschieden war. Was die geodätischen Bahnen auf dem 
Rotationshyperboloid betriö't, so würden diese im allgemeinen stabil 
sein mit Ausnahme des Kehlkreises, welcher instabil ist und eine 
asymptotische Lösung darstellt, wie wir nicht näher ausführen wollen. 

Ein weiterer Punkt, in dem unsere Stabüitätsdeflnition der sonst 
üblichen ersichtlich überlegen ist, verdient besonders hervorgehoben 
zu werden. Wenn mau die Stabilität der Bewegungen im gewöhnlichen 
Sinne aus der Kleinheit der Abweichung beurteilt, welche aus einer 
kleinen Störung resultiert, und wenn man diese Abweichung durch 
Näherungsformeln darstellt, so vernachlässigt man (vgl. pag. 320) ge- 
wöhnlich alle diejenigen Glieder, welche wie die zweite oder eine höhere 
Potenz der Störung verschwinden. Ist die betreffende Vemaehlaasigung 
aber in einem säktdaren (etwa mit / multiplizrerten) Terme vorgenommen, 
so wächst die hierdurch bedingte Ungennuigkeit der Nähemngaformel 
mit der Zeit immer mehr an; während also die Nähemngsformel auf 
eine dauernd kleine Abweichung schliefsen läfst, kann es vorkommen, 
dala in Wirklichkeit die Abweiebung zwischen der gestörten und der 
ursprünglichen Bewegung jeden beliebigen Betrag erreicht. In diesem 
Falle würde eine Bewegung nach der gewöhnlichen Methode stabil 
erscheinen, während doch bei einer Störung mit der Zeit endliche 
Abweichungen auftreten. Dagegen ist die Handhabung unserer defini- 
tiven Stabilitätsdefinition von solchen Schwierigkeiten ^nzlich frei. 
Bei uns handelt es sich nicht um Abweichungen erster oder zweiter 
Ordnung, sondern um direkte Gleichheit zwischen der ursprünglichen 
und dem Limes der gestörten Bewegung. Diese Gleichheit läfst sich 
aber nicht nur mit gröfaerer Schärfe, sondern auch mit grÖfserer 
Leichtigkeit beurteilen, wie die Kleinbeit der Abweichung bei der ge- 
wöhnlichen Definition. 

Wir können unsere neue Definition auch dadurch empfehlen, dafs 
wir zeigen; Im Falle des GleUhgewidils , wo die Begriffe stahil und hihil 
seit langem feststehen, deckt sie sich mit der al^emein acceptierten Be- 
deutung dieser Worte. Es genüge in der Hinsicht ein einfaches Beispiel. 
Ein schwerer Massenpunkt auf der Eugeloberfiäche befindet sich im 
obersten Punkte (Nordpol) im labilen, im untersten (Südpol) im stabilen- 
Gleichgewicht. Dies folgt aus unserer Definition der Stabilitäts Ver- 
hältnisse der Bewegung, von denen die der Ruhe ein spezieller Fall 
sind, und stimmt mit der gewöhnlichen Auffassung überein. Gehen 
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wir nämlich dem im Nordpole beliiidlielieii Punkte einen Stol's, so be- 
schreibt er einen gröraton Kreis auf der Kugel; lasBen wir die Grörse des 
Stofses immer mehr zu Null abnehmen, ao bleibt die Bahn des Punktes 
die frühere, nur die Gcschwindif^keit nimmt ab; im Nordpole wird sie 
in der Grenze gleich Null, in allen übrigen Punkten des gröfsten KreiBes 
bleibt sie von Null verschieden. Der Limes ist hier also eine bestimmte 
wohldefinierte Bewegung, welche von dom ursprünglichen Buheeustande 
verschieden ist. Übrigens ergiebt sich je nach der Bichtung des An- 
Btorsea ein anderer Limes. Lassen wir dagegen auf den im SUdpole 
ruhenden Punkt einen Anstofa wirken, ao pendelt der Punkt auf einem 
gröfaten Kreise hin und her, wobei die Gröfae dos Ausschlages von 
der Gröfse des Anstofses abhängt und mit diesem zu Null abnimmt. 
Der Limes, von dem unsere Definition spricht, ist hier also die ur- 
sprüngliche Ruhelage seibat. 

Wir könnten scliliefslich noch einen auf der Kugel ruhenden 
schwerelosen Massenpunkt betrachten. Stofsen wir diesen an, so be- 
schreibt er einen gröfsten Kreis mit konstanter Geschwindigkeit; kssen 
wir die Gröfse des Stofses Null werden, so wird auch die Geschwindig- 
keit in jedem Punkte der Bahn gleich Null. Man könnte im Zweifel 
sein, ob man den so erhaltenen Limes als Ruhe oder als Bewegung 
bezeichnen soll. Jedenfalls wird man sagen müssen, dal's ein bestimmter 
Limes nicht existiert, da die Lage des gröl'ston Kreises von der Bichtung 
des Anstofses abhängt. Für solche Fälle scheint die wohl auch sonst 
angewandte Bezeichnung des „indifferenten Gleichgewichtes" passend. 

Wir wollen keineswegs leugnen, dafs nicht auch der zu Anfang 
dieses Paragraphen aufgestellte Stabilitätsbegriff, zumal wenn er durcli 
die Einschränkung auf konservative AnstÖfse verbessert ist, der Unter- 
suchung würdig wäre. Wir möchten nur in dem dort definierten Falle 
nicht von Stabilität schlechtweg, sondern etwa von absoluter SlabiUUit 
sprechen. Also: 

Wenn eine Beweffung so beschauen ist, dafs sie bei einor hinreic}^en<i 
hldnen konservatinen Äntkrung der Impulskoordinaten in eitie liewegwng 
übergeht, in teelcher die Lagen des Systems dew mtspreeiiendm Lagen in 
der wsprünglichen Bewegung dauernd beliebig naho bleiben, so nennen 
wir die Bewegung absolut stabil. Dafs eine solche Bewegung auch 
unserer definitiven Stabilitütserklärung genügt, ist selbstverständlich. 
Die pag. 347 genannte Kreisbahn iat unter der angegebenen Bedingung 
n > — 3 in diesem äinne absolut stabil. Dabei müssen wir allerdings 
wiederholt bemerken, dafs die in der Litteratur (z. B. liei Routh sowie bei 
Thomson und Tait) gewöhnlich eingeschlagene Untersuchungsmethode, 
nach welcher die abaoluto Stabilität ans den Gliedern erster Ordnung unter 
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Vernachlässigung der höheren Glieder ei-schlossen wird, von unserem 
Standpunkte aus unvollatändig ist. ITach der vorstehenden Definition 
können wir eine Bewegung nur dann absolut stabil nennen, wenn die ab- 
geänderte Bewegung nicht nur in den Gliedern erster Ordnung, sondern 
achlechtw^ der ursprünglichen dauernd beliebig benachbart bleibt. 

Wir können noch eine Reihe anderer Unterscheidungen treflfen. 
Wenn wir den Ton darauf legen wollen, dals bei Abänderung einer 
stabilen Bewegung das System nach gewissen Zeitintervallen in die- 
selben Lagen kommt, wie bei der ursprünglichen, so können wir die 
Bewegung osdUierend stabil nennen. Der Gegensatz hiervon wäre 
divergierend stabiL Die geodätischen Bahnen auf den Flächen positiver 
Krümmung sind, soweit sie überhaupt stabil sind, allemal oscillierend, 
die auf den n^ativ gekrümmten Flächen divergierend stabil. Die 
Galileische Trägheitsbahn liefert ein weiteres Beispiel von divergieren- 
der Stabilität. Dals absolute und oscillierende Stabilität nicht zu- 
sammenzufallen braueben, kann an dem Beispiel der geodätischen Linien 
auf dem Ellipsoid gezeigt werden (vgl. die Aiim. auf pag. 348). 

Femer können wir noch unterscheiden zwischen partieller und 
totaler Stabilität. Von partieller Stabilität würden wir sprechen, wenn 
unser Stabilitätskriterium nur für gewisse Anstöfse, von totaler dann, 
wenn es schlechtweg, d. h. für alle möglichen Anstöfse erfüllt ist. 
Unsere bisherige Stabilitätsdefinition bezog sich hiemach auf totale 
Stabilität. Beschränken wir ims dag^en mit Thomson und Tait auf 
konservative Anstöfse, so fragen wir nach einer Art partieller Stabilität. 
Auch sonst interessiert man sieh in der Litteratur, wie wir im folgen- 
den Paragraphen sehen werden, zumal im Falle der sogenannten eykli- 
schen Systeme, meist nur für partielle Stabilität. 

Endlich wollen wir noch einmal den Gegensatz zwischen theoretischer 
und praktischer Stabilität utid Labilität betonen. Unsere bisherigen 
Entwiekelungen in diesem Paragraphen bezogen sich sämtlich auf 
theoretische Stabilität. Es kann aber, wie wir schon im vorigen 
Paragraphen sahen, vorkommen, dais eine Bewegung unserem Stabili- 
tätskriterium nicht genügt, daJ's sie aber doch für praktische Zwecke 
so gut wie stabil ist. Dies wird eintreten, wenn der in Frage kommende 
Limes von der ursprünglichen Bewegung zwar verschieden, aber nur 
30 wenig verschieden ist, dafs er nahezu mit jener zusammenffiilt. 

Das Umgekehrte wird der Fall sein, wemi der Limes der abge- 
änderten Bewegimg allerdings mit der ursprünglichen identisch ist, 
wenn aber selbst kurz vor dem Grenzübergange, d. h. bei schon sehr 
klein gewordenen Werten der Impulskoordinatenänderungen die abge- 
änderte Bew^ung noch wesentlich von der ungestörten differiert. Ein 
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Beispiel für ein in diesem Sinne praktisch labiles, Oieordisch stabUes 
Gleichgewicht liefert ein Massenpunkt, der sich reibungslos in einer 
sehr kleineu Mulde auf der Spitze eines Berges beendet. Ein theoretisch 
labUes und pnUctisch stabiles Gleidtgewicht stellt ein Punkt dar, der auf 
einer geringfügigen Erhöhung im Boden eines Thaies liegt. 

Wir wollen zum Schlüsse bemerken, dals man unsere Stabilität«- 
definition, wenn man will, in der Weise modifizieren könnte, dafs man 
aufser den Impuls- auch die Lagenkoordinaten bez. dafs man statt der 
Impuls- die Lagen- und Geschwindigkeitakoordinaten des Systems einer 
kleinen Änderung unterzieht, wie solches bei den Gleiehgewichtsunter- 
suchungen in der That häufig geschieht. Indessen scheint diese Modi- 
fikation keine erheblichen Konsequenzen zu haben. Üherdies dürfte 
unsere Abänderung der Impulakoordinaten am besten dem physikalischen 
Begriffe einer Störung entspreclion und dürfte den Vorzug verdienen 
vor einer Abänderung der Geechwindigkeitskoordinaten, welche zwar 
formal -mathematisch jener gleichwertig aber ihrem physikalischen Sinne 
nach weniger zweckentsprechend sein würde wie jene. 



g 7. Eaerglekriterien für die Stabilität des GleichgewicbteB und 
der Bewegung. 

Die Handhabung unserer Btaliiütätsdefinitiou des vorigen Para- 
graphen setzt die Kenntnis der Bahnkurven im allgemeinen und nament- 
lich die Kenntnis desjenigen Limes voraus, dem die Bewegung bei 
verschwindender Störung zustrebt. Die Entscheidung, ob eine Bewegung 
stabil oder labil sei, ist hiernach ziemlich mühevoll. Man wird wünschen, 
diese Entscheidung zu vereinfachen und wird namentlich nach Kriterien 
suchen, welche ohne Kenntnis der allgemeinen Bewegung, also ohne 
Integration der mechanischen Diiferen tial gleich unge n , zum Ziele führen. 
Wir werden in dieser Hinsicht kaum etwas Heues zu bringen haben; 
unsere Aufgabe soll vielmehr wesentlich kritischer Natur sein. Wir 
beabsichtigen namentlich im folgenden Paragraphen zu zeigen, dals das 
gangbarste Kriterium, welches au« der sogenannten Methode der kleinen 
Schwingungen folgt, zu mancherlei Einwänden Anlafs giebt. 

Als Vorbild ftlr die zunächst anzustellende Untersuchung mufs das 
bekannte Kritemim für liie Stabilitäi des Gleicfigewichies dienen, welches 
von Lagrange zuerst ausgesprochen und von Dirichlet in einer kurzen 
aber bedeutungsvollen Arbeit*) genau formuliert und bewiesen ist. 
Dirichlet betrachtet ein beliebiges mechanisches System, dessen Ver- 
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bindungen von der Zeit uiiabhüngig sind, und welches lediglich „kon- 
servativen Kräften" unterworfen ist, d. h. solchen Kräften, deren Arbeit 
durch eine Funktion der Koordinaten, den negativ genommenen Wert 
der potentiellen Energie V, dargestellt werden kann. Für ein solches 
System gilt der Satz der lebeBdigen Kraft in der Form 
r+ V=k. 

Das Resultat der Dirickletschen Untersuchung lautet nun bekannte 
lieh so: Das Qkichgeww^t ist sicher stabil, teemi in der fraglichen 
GleichgeuiicJitslage V ein wirUiches Minimum ist. 

Den Beweis führen wir mit Rücksicht auf die sogleicli zu nennende 
Verallgemeinerung des Kriteriums etwas abweichend von Dirichlet 
fulgendermalsen: 

In der Gleichgewichtslage ist T^ü; der Wert von F" kann, da 
er nur bis auf eine additive Eonstante definiert ist, ebenfalls gleich 
Null gesetzt werden; also wird in der Gleichgewichtslage auch h ^ 0. 
Ist nun V ein wirkliches Minimum, so können wir solche Grenzen für 
die die Lage des Systems bestimmenden Koordinaten angeben, dafa 
V grölser als eine (genügend klein zu wählende) positive QrÖlse k 
ausfÜlt, sobald eine oder mehrere der Lageukoordinaten einem oder 
mehreren der genannten Grenzwerte gleich werden, und gleichzeitig 
die Werte der übrigen Lagenkoordinaten innerhalb dieser Grenzen ver- 
bleiben. Um uns knra ausdrücken zu können, wollen wir von der 
Gesamtheit der Wertsysteme unserer Lagenkoordinaten, welche inner- 
halb der genannten Grenzen liegen, als von einem „Gebiet" sprechen 
und wollen diejenigen Koordinaten-Wertsysteme, in denen mindestens 
eine Koordinate mit einem der fiir diese Koordinate aufgestellten Grenz- 
werte übereinstimmt, als „Begrenzung des Gebietes" bezeichnen. Dann 
haben wir auf der Begrenzung unseres Gebietes 

r>k. 

Um so mehr wird also, weil T notwendig positiv ist, 

(1) T-i-V>l; 

und zwar unabhängig von den Werten, die wir den in T eli^ehenden 
Geschwindigkeitskoordinaten beilegen mögen. 

Wir erteilen nun dem System eine Störung. Für die so entstehende 
Bewegung gilt wieder der Satz der lebendigen Kraft. Die Störung 
können wir so klein bemessen, dals die Konstante der lebendigen Kraft 
h<.k wird. Für die gestörte Bewegung gilt also 

(2) T+V<k. 

Es ist nun klar, dals diese Bewegung ganz und dauernd innerhalb 
des vorher angegebenen Gebietes verläuft. Im entgegengesetzten Falle 
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würde es nämlich einmal eintreten, daXs eine Lagen kounUn sie (oder 
eventuell mehrere gleichztiitig) die oben angegebenen Grenzen erreichte, 
während die Übrigen Lagen koordinaten noch solche Werte beaälsen, 
die dem Innern des Gebietes angehörten. In diesem Augenblicke müTste 
aber die Ungleichung (1) gelten, welche mit der gleichzeitig geltenden 
Ungleichung (2) ua¥6reinlra,r ist. 

Die Grenzen des Gebietes können nun beliebig rerengert und die 
vorstehenden Schlüsse, bei entsprechender Verkleinerung der Störung, 
wiederholt werden. 

Hiernach bleibt das System bei der abgeänderten Bewegung dauernd 
in einer beliebig engen Nachbarschaft der ursprilnglichen Gleichgewichts- 
lage. Letztere ist also nach unserer sowie nach jeder sonstigen Oeünition 
des Wortes sicher stabil. 

Das somit bewiesene Kriterium reicM hiemach hin, um die Sta- 
bilität des Gleichgewichtes zu garantieren. Es entsteht aber weiter 
die Frage, ob die Forderung dieses Kriteriums auch notwendig ist, oder 
anders ausgedrückt, ob sich der Lagrange-Dirichletsche Satz in dem 
Sinne umkehren lälst, daJs beim Nichtvorhandensein eines Minimums 
(oder vielleicht nur beim Vorhandensein eines Maximums) das Qleicb- 
gewicht sicher instabil ist. Hierüber giebt es noch keine abschliefsendea 
Resultate. Wenigstens könneu die Herreu Liapounoff und Hadamard 
in ihren einschlägigen Arbeiten*) die Umkehrung des in Rede stehenden 
Satzes nur unter spezielleren Yorausaetzungen über die Beschaffenheit 
von V aussprechen (z. B. unter der Voraussetzung, dafs sich in der 
Potenzen twicklung von V das Nichtvorhandensein eines Minimums an 
den quadratischen Gliedern oder das Vorhandensein eines Maximums an 
den Gliedern niedrigster Ordnung erkennen lül'st). 

Wir kommen nun zu einer interessanten Übertragung des vorher- 
gehenden „Energiekriteriums" („energy test of atability") von dem 
Fftlle des Gleichgewichtes auf den der Bewegung. Diese Übertragung 
ist von Routh**} geleistet worden. 

Wir gehen mit Routh ebenso wie bei dem Gleichgewichtskriterium 
(unter den oben angegebenen Voraussetzung^ji Über die Beschaffenheit 
der Verbindungen des Systems und der auf das System wirkenden 
Kräfte) von dem Euergieausdrucke 

*) Tgl. Liapounoff, Joatual de Liouville, a6c. V, t. 8 (Snr la atabiUtd de 
l'äquilibre), wo weiter«! Litliera tu ran gaben über die Arbeiten doB Verf. ku finden 
»ind, und Hadamard, ebendaselbst (Sur certainea triyectoireB eu dynamiqna); 
vgl, ipeziell pag. 3Cb. 

") Vgl. iUgid d^namica, Part. H, Cap. m, art. 96 u. ff. Stability of motion, 
Cap. VI, art. 1-8. 
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Die linke Seite, die Gesamtenergie des Systems, ist eine beknimte 
Funktion der Lagen- und tieschwindigkeitskoordinatcn, welche für alle 
Stadien der vorgelegten Bewegung den konstanten, gleichfalls bekannten 
numerischen Wert h besitzt. Man kann nun zeigen, dafs, wenn die 
Gesamtenergie flir die vorgelegte Bew^jung ein Extrem (d. h. ein 
Masimum oder Minimom) bezüglich der sämtlichen darin vorkommen- 
den Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten ist, die vorgelegt© Be- 
wegung absolut stabil sein muls. 

Allerdings kann in der Weise, wie es hier zunächst auagedrOckt 
ist, die Sache gar nicht eintreten. Betrachten wir nämlich insbe- 
sondere die Abhängigkeit der Gesamtenergie von den Geschwindig- 
keitskoordinaten. Da die lebendige Kraft eine positive quadratische 
Funktion der Geachw in digkeitako ordinalen darstellt, wird sie iin allge- 
meinen wachsen mit wachsenden, abnehmen mit abnehmenden Werten 
der Geachwindigkeitakoordinaten. Soll aber die Gesamtenergie ein wirk- 
liches Extrem sein, so mülste T bei Vermehrung oder Verminderung 
der Geschwindigkeitskoordinaten entweder nur wachsen oder nur ab- 
nehmen. 

Infolgedessen sieht man sich mit Routh genötigt, die Stabilitätsfrage 
spezieller zu stellen. Man wird, um aua dem Energiekriterium einen wirk- 
lichen Nutzen ziehen zu können, nicht nach der totalen, sondern der par- 
tiellen Stabilität irgendwelcher Art fragen (vgl. den Schlufs des vorigen 
Paragraphen). Man wird also von den Änfangswerten der Impulakoordi- 
naten einzelne (wir wollen sie N, n, . . . . nennen) feathalten und den 
Anstofs so einrichten, dafs er nur eine Veränderang der übrigbleibenden 
Impulskoordinaten bewirkt. Überdies wollen wir der Einfachheit halber 

voraussetzen, dals diese Impulskoordinaten N, n, , wie unten im Falle 

des Kreisels, auch im Verlaufe der Bewegung konstant bleiben, so dafs 
wir im Folgenden von den „Impulskonstanten" .^, »i, . . , . reden werden. 

Die Impulskoordinaten sind aber, wie später allgemein gezeigt 
werden wird, einfache (und zwar lineare) Funktionen der Geschwindig- 
keitskoordinaten, wobei noch die Lagenkoordinaten in die Koeffizienten 
eingehen können. Bezeichnen wir die Geschwindigkeitskoordinaten mit 
&', <p', , . ., so haben wir demnach Gleichungen der folgenden Gestalt: 

(3) /; (*', v', ■■.) = N, u {»', 9'. ...) = «-■ ■ •; 

welche ebensowohl für die ursprüngliche, wie für die abgränderte Be- 
wegung gelten. (Routh betrachtet Übrigens allgemeiner statt solcher Im- 
pulsgleichungen irgendwelche „erste Integralgleichungen" des Problems, 
deren linke Seiten ein Aggregat der L^en- und Geachwindigkeitskoordi- 
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naten und tlereii rechte Seilen Konstante sind. Der Änstiils mUfote dann 
HO gewählt werden, dals die Konstanten der rechten Seiten durch Um 
nicht geändert werden.) 

Daraufbin werden wir auB dem Äusdnioke der Qesamtenergie so 
viele Geschwindigkeitakoordinatcn eliminieren kSnnen, als wir Be- 
dingungagleichnngen der vorstehenden Form haben, wobei die Impuls- 
konstanten N, n, . . . {bez. die Integrationskonatanten N, n, . . .) in dea 
Bnergieausdruck eingehen werden. Die Forderung, dafs der so ent- 
stehende Energieaustlruck ein wirkliches Extrem bezOgüch der sämt- 
lichen explizite in ihm enthaltenen Lagen- und tieschwindigkeitskoordinaten 
darstelle, besagt ersichtlich weniger, als die frühere Forderung, dafo 
er ein Extrem schlechtweg (bezüglich aller Koordinaten) sei. Wir 
werden sogleich sehen, dais unsere jetzige Forderung tliatsächlicb bei- 
Bpielsweise bei gewissen Kreiselbewogungeii erfSlIt ist. 

Dies vorausgeschickt, sprechen wir das Routhsche Energiekriterium, 
wie folgt, aus: 

Die vorffeUgle Bewegung ist in siimtUdien nicht cUminterttm Lagen- 
mtd Geschunndigkeitskoorditiaten fdjsolut stabil, tccnn der Energieausdruck 
iukH erfoUjkr EHniination ein viirkUcites Extrem bezüglich eben dieser 
Lagen- und Geschwindigkeitsfcoordmaten ist, und ewar partiell stabil 
yegeniäfer aSm soklien Störungen, weiche die in den Encrgieausdruch ein- 
geführten Konstanten N, n, ... ungeändfrt lassen. 

Der Beweis gestaltet sich ähnlich wie im Falle des Gleichgewichtes: 
Wenn T -\- V Rlr die vorgelej^ Bewegung ein wirkliches Minimum 
ist (der Fall des Maximums ist ähnlich zu behandeln), so können wir 
solche positive und negative Inkremeute für jede einzelne der nicht- 
climinierten Lagen- und Geschwindigkoitskoordinaten angeben, dafs der 
jeweilige Wert von T -\- V vergTöisert wird, sobald wir mindestens 
einer der L^en- oder Geschwindigkeitskoordinateu eins der bez, In- 
kremente erteilen, während gleichzeitig die übrigen Koordinaten un- 
geändert bleiben oder doch nur um weniger als die festgesetzten In- 
kremeute abgeändert werden. Und zwar möge die so entstehende Ver- 
mehrung von T -\' V in jedem Augenblicke der Bewegung grölser 
werden als die positive (genügend klein zu wählende) Oröfae k: 
{!') T+V>h + k, 

Für die durch eine einmalige Störung abgeänderte Bewegung be- j 
steht gleichfalls der Satz von der lebendigen Kraft. Die Störung kann so 
klein gewählt werden, dafs der ursprüngliche Wert von h \im weniger als 
% vermehrt wird. Wir haben also längs derganzen abgeänderten Bewagung f 
(2') y-|-K<A + Ä. 
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Dabei setzen wir eine partielle Störung voraus, welche die Werte der 
Konstanten N,n,... ungeändert läfst. 

U8 (1') und (2') schliefst man wie oben, dafs die Differenzen 
zwischen den Koordinaten bei der ursprunglichen und der abgeänderten 
Bewegung niemals die Gröfse der vorher festgesetzten Inkremente er- 
reichen künoeo. Da diese Inkremeute aber selbst beliebig klein ge- 
wählt werden können, so folgt unmittelbar die absolute Stabilität der 
vorgelegten Bewegung in Bezug auf alle nicht eliminierten Koordinaten. 

Zunächst soll die Forderung des Routhschen Kriteriums noch etwas 
schärfer präzisiert werden. Es genügt eigentlich nicht, zu verlangen, 
dals die Energiefunktion T -i- V ein Extrem schlechtweg sei. Beim 
Beweise wurde vielmehr vorausgesetzt, daß sic/i für aile Werte der 
Zeit oder, was dasselbe bedeutet, für alle Stellen der tirsprünglichen Bahn 
an utid dieselbe positive (bes. ncffotive) Zahl k angehen läfst, oberhalb 
(bez. unterhalb) deren die Änderung der Energiefunktion bei Ver- 
mehrung eines oder mehrer ihrer Argumente um gewisse von Null 
verschiedene Zuwächse liegt. Die letztere Forderung besagt mehr ab 
die Forderung, dafs J + F an jeder einzelnen Stelle ein Extrem sein 
solle. Es könnte z.B. sehr gut sein, dals wir für jeden Wert von t 
eine Zahl k von der genannten Beschafl'enheit angeben können, dals 
aber dieser Wert bei wachsendem t immer kleiner (bez, gröfser) wird 
und in der Grenze ( = oo von Null nicht mehr verschieden ist. Wir 
wollen eiu solches Extrem, wie es heim Beweise des Routhschen Satzes 
vorausgesetzt wird, im Anschluis an eine in der Funktionentheorie 
übliche Bezeichnung ein gleichmäfsiges Extrem nennen, wobei sich das 
Wort „gleichmäfsig" auf die Abhängigkeit der Energiefunktion von 
der Zeit bezieht und nichts anderes besagen soll, als dals die von 
Null verschiedene Zahl k unabhängig von den Werten der Zeit fixiert 
werden kann. Hiemach würde das ßoutbsche Kriterium genauer so 
auszusprechen sein: Die Bemegttng ist sicher absolut slaM, tvenn die 
Energiefirnktion ein Extrem bezüglich Utrer sämtli<^i Argumente, der 
Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaien ist, und etcar gleicltmäfsig für 
aUe Werte von t. 

Der Zusammenhang dieses Bewegungakriteriums mit dem voran- 
gebenden Öleichgewichtskriterium ist klar. Wenn V ein Minimum be- 
züglich der sämtlichen Lagenkoordinaten ist, so ist auch T -\- V in 
der ÖUichgewichtslage T = ein Minimum bezüglich der sämtlichen 
Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten. Wenn umgekehrt T + F ein 
Minimum bezüglich der samtlichen Lagen- und Geschwindigkeitakoordi- 
naten ist, so braucht mau nur die sämtlichen Geschwindigkeitskoordinaten 
gleich Null zu setzen, um zu sehen, dals gleichzeitig auch V • 
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Minimum bezüglich sämtlicher Lagenkoordinaten sein muTs. Im Falle 
des GUichgewichles geht also <Ias "Routhschc Kriterium, soweit es sich 
auf ein Minimum von T -\- V beeieJit, in das Lagrange- Dir ickktsche 
Kriterium ül)^ und umgehehrt. Eine Spezialisierung des Änstofsos, wie 
sie oben durch die Gleichungen (3) vorgesehen wurde, wird dabei in 
dieaem besonderen Falle UberHUsaig. 

Die andere Aussäe des Routhschen Satzes, wonach die Bewegung 
auch absolut stabil ist, wenn T-\- V ein Maximum für diese Bewegung 
darstellt, kommt im Falle des Gleichgewichtes offenbar nicht In Fr^e. 
Do nämlich im Falle des Gleichgewichtes T sicherlich ein Minimum 
ist, 80 kann T -\- V kein Maximum sein. In der That wächst ja T 
und auch T -\- V, wenn wir beispielsweise die Werte der Lagenkoordi- 
naten festhalten, die der Geschwindigkeitskoordinaten aber irgendwie 
verändern. 

Natürlich wird die Handhabung des Routhschen Bewegungskriteriums 
weniger bequem und seine Tragweite weniger umfassend, wie die des 
Gleichgewichtskriteriums, weil wir hei ersterem mehr über den Charakter 
der Bewegung voraussetzen müssen, wie hei letzterem über den des 
Gleichgewichtes und weil wir das Auftreten eines extremen Euei^e- 
wertes bei der Bewegung überhaupt nur sozusagen durch eine Be- 
schränkung der Beweglichkeit des Systems im Sinne der Gleichungen (3) 
erreichen können. In der That, wenn wir mit Routh verlangen, dala 
die Gesamtenergie ein Extrem nicht nur bezüglich der L^enkoordinaten, 
sondern auch noch bezüglich einer Anzahl (nicht eliminierter) 6e- 
Bchwindigkeitskoordinaten sein soll, so stellen wir gegenüber dem Gleich- 
gewichtsfalle so viel Bedingungen mehr, als die Anzahl der nicht- 
eliminierten Geschwindigkeitskoordiuaten beträgt. Es kommt noch bei 
genauer Formulierung des Bewegungskriteriums der lästige Zusatz der 
GleichmäfBigkeit des Extrems ftlr alle Werte von ( hinzu, ein Zusatz, 
welcher bei dem Gleiehgewichtskriterium ersichtlich von selbst über- 
flüssig wird. 

Dementsprechend wird das Anwendungsgebiet des Routhschen 
Kriteriums ziemlich beschränkt. Die Beispiele, die Routh 1. c. gieht, 
unterscheiden sich nach erfolgter Elimination eigentlich nicht mehr 
wesentlich von Gleichgewichtsprolilemen. Die Bewegimg, deren Stabilität 
untersucht werden soll, wird nämlich meist so gewählt, dafs sie durch 
Nullsetzen aller im Energieausdrucke explicite vorkommenden Ge- 
schwind igk ei tskoordinaten charakterisiert werden kann.*) In diesem 



*) Ea gehören hierher nainentlicli die sogenannten cjkliacfaei 
aber welche wir um später verbreiten werden. 
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Falle ist der Ausdruck der lebendigen Kraft, was die Geschwindigkeits- 

koordinaten angeht, gerade so wie im GleichgewichtsfaUe, von seihst 
ein Minimum. Es bleibt nur noch übrig den Euergieausdrucb auch 
bezüglicli der Lagenkoordinaten auf seine Extremeigenscliaft hin zu 
untersuchen, was dann nicht mehr Schwierigkeit macht, wie die Unter- 
Buchung der potentiellen Energie im Ealle des Gleichgewiclites. Auch 
die Forderung der Gleichmälsigkeit des Extrems wird bei solchen Be- 
wegungsfällen überflüssig. 

Von dieser speziellen Beschaffenheit sind auch die folgenden beiden 
Beispiele, welche wir der Theorie des Kreisels entnehmen. Es handle 
sich um die mehrfach besprochenen Fälle der aufrechten Bewegmtg und 
der regulären Präcessimt. Dabei wollen wir den Kreisel speziell als 
Kugelkreisel vom Trägheitsmomente A voraussetzen. Der Energie- 
ausdruck lautet hier 



(4) T+V- 



(»■' 



- 8in*e'-V'*+ (<p'+ cos #■*'/) + Pc 



Die Konstanz der Impulskomponenten « und N bei der einzelnen 
Bewegung bringt nach pag. 222 folgende Relationen flir die Geschwindig- 
beitskoordinaten ip' und t' mit sich: 

(5) A (^' -f cos »<p') = n, A {gj' + cos »ii') = N. 

Die Störung soll in dem Sinne partiell gewählt werden, dafs diese 
ImpuUkon stauten nicht geändert werden. Der Anstofs soll also ledig- 
lich die [9-] Komponente des Impulses alteriereu, d. h. die Knotenlinie 
zur Axe haben. 

Mittelst der Gleichungen (5) werden wir nun <p' und ip' aus (4) 
eliminieren. Es ergiebt sich dabei, weil die rechte Seite von (4j ebenso 
wie die Koeffizienten in (5) die L^enkoordinaten ip und V selbst nicht 
enthalten, ein Ausdruck, welcher nur von 9 und &' abhängt, nämlich 

(4-) ? + F - ^ [^'»- + '" -.f .7 "'• + Jy + 2^f COB »] . 

Diese Funktion zweier Variabler haben wir auf ihre Extremeigen- 
sebafteu hin zu prüfen. 

Bei der aufrechten Betcegung (fr = fr' = 0) ist n = N. Da diese 
Relation durch den Anatofs nicht abgeändert werden soll, so ergiebt 
sich für die gestörte Bewegung aus (4') der vereinfachte Energieausdruck: 



2A(r+ V) = Ä*%"^-\-- 



'ö/B 



-f-2jiPc08fr. 



Indem wir die bekannten Regeln für die Aufsuchung der Maxtma 
und Minima einer Funktion von zwei Variabein anwenden, entwickeln 
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wir den vorstehenden Ausdruck aD der Stelle 9 ^ #' ^ nach dem 
T&jlorschen Lehrsätze und erhalten: 

2^(r+ r) = N*+2AP+A'»''-\--^{N^—4ÄP)e»-^--- 

Hier verschwinden die linearen Glieder in * nnd »'; die quadrati- 
gchen bilden eine positive definite quadratische Form, sofern 
(6) N'~4AP>0 

ist. In diesem Falle besitzt also T -\- F ßr *^»'^0 ein wirk- 
liches HHinimum. Die Bewegung des aufrechten Kreisels ist also, gegen- 
fiber solchen partiellen Störungen, welche den gemeinsamen Wert von JV 
und n ungMndert lassen, unter ^er Bedingung (6) absolut stabil. 

Wir haben somit unser früheres Stabilitätskriterium wiedei^funden, 
allerdings in einer weniger acharfea Form, indem statt des Zeichens ^ 
das Zeichen > getreten ist. Dals in der abgeänderten Bewegung uut«r 
der Bedingung (6) der Wert von & dauernd in der Nähe des ursprüng- 
lichen Wertes d ^ liegt, ist uns aus § 4 und ö genugsam bekannt 
Unsere früheren Betrachtungen zeigten aufserdem, dafs auch im Hin- 
blick auf die Koordinaten ip und «>, Bovit* bei Abänderung von N 
im Falle N* — 4AP'^0 die aufrechte Bewegung als stabil, wenn 
auch nicht als absolut stabil z.u bezeichueu ist uud daTs im Falle 
N* — 4j4P<0 die aufrechte Bewegung labil wird. Über die letzteren 
Punkt« giebt unsere jetzige Betrachtung natürlich keinen Äufechlnfs. 

Wir betrachten sodann das Beispiel der regulären Pracession. Dieee 
Bewegung ist dadurch charakterisiert, daTs #' ^ ist imd daTs ^ einen 
Wert 4^o hat, der sich aus der Gleichung Afiv <= P oder (vgl. pag. 279) 



(7) 



'*. 



i**. 



'AP 



bestimmt. Wir denken uns diese Bewegung wiederum durch einen Än- 
stois gestört, welcher die Impulskoustanten n und N ungeaiidert läfst 
und lediglich die (in der Energiefunktion nicht explicit auftretende) 
Inipulskompononte [OJ beeinäulet. Darauf entwickeln wir den Aus- 
druck 2A{T-\- F) an der Stelle » = »0, d' = nach dem Taylor- 
schen Satze. Das konstante Glied, welches den Enei^iebetrag bei der 
regulären Fräceasion bedeutet, ist nach Gleichung (4') 



«0 = ('^Jf^)'+ J^' + 2^P c. 



dieses kommt för das Folgende nicht wesentlich in Betracht. Hierauf 
suchen wir die Glieder erster Ordnung in # — *(, und #' auf, welche 
von der Form gind 

<^(»-»o) + ».»■■ 
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Offenbar verschwindet der Koeffizient n,. Der Koeffizient o, ist gleich 
dem Werte von 

d[iAl.T+V)] 
U 

f[lr 9 ^: *(,. Rechnet mau den genannten Diffcrentialquotienten aus, 
so findet man ohne MUhe 



(») 



2 sin» 



-Neos» S~n 



-AP 



Dieser Ausdruck verschwindet aber wegon Gleichung (7). Die Glieder 
erster Ordnung verschwinden also, wie es für das Eintreten eines 
Maximums oder Miniunims erforderlich ist. 

Die Glieder zweiter Ordnung haben sodann die Form 

«11 (* — *q)'+ 2a,j(fr — *o)*'+ <S»*'*- 
Hier sieht man ohne weiteres, dafa a^ = A^, «jg = ist. Es 
bleibt also nur noch 

„ _ 1 { S'\2AiT+V)) \ 

zu berechnen. Führen wir In (8) eine abermalige Differentiation nach 
fr aus und setzen & = &^, so ergiebi sich 

- N COB «■, y — W C08 gn \ 



= sin *o - 



- gyn coa »,) (1 + 3 coB*^a.) 



Dieser Ausdruck ist sicher positiv. Der erst« Faktor des Zählers 
bedeutet nämJich das Quadrat derjenigen Strecke, welche wir erhalten, 
wenn wir den Endpunkt der Impulskomponente N mit dem Endpunkte 
der Impulskomponente m verbinden; die übrigen Faktoren sind offenbar 
gleichfalls positiv. Mithin stellen die Glieder zweiter Ordnung 
(if+.--aif..o...)(i + . .».■».) _ ,, . 

Bin' #, \ oj \ 

eine positive quadratische Form dar. Die Existenz eines Minimums 
ist hierdurch bewiesen. Aus dem Kriterium von Eouth folgt daher, 
dal» die regu^re Fräcession in Bezug auf die Koordinate & absolut 
stabil ist gegenüber allen solchen Störungen, welche die Impulskon- 
stanten n und N ungeändert liusen — in Übereinstimmung mit den 
Resultaten von § 1. Das Verhalten der Bahn bei Abänderung von n 
und N und bei Berücksichtigung der Koordinaten <p und ^ entzieht 
sich unserer letzten Betrachtung; wir haben früher gesehen, dats bei 
solchen allgemeinen Störungen die Bewegung zwar stabil aber nicht 
mehr absolut stabil igt. 
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Wiederum entsteht die Frag« nach der Umkehr des Routlischcn 
Kriteriums. Können wir etwa behaupten, dafs im Falle T -\- V kein 
wirkliches Minimum oder Maximum vorstellt, die Bewegung nicht ab- 
solut stabil sein könne? Hierfiber ist bisher nichts Sicheres bekannt. 
Der Vergleich mit dem Dirichletschen Kriterium und die oben be- 
richteten Schwierigkeiten, welche sich der Umkehnmg des letzteren 
entgegenstellen, lassen eine etwaige Umkehrung des Routhschen Krite- 
riums nicht gerade als aussichtavoll erscheinen. — 



§ S. Über die Methode der kleinen Schwingungen. 

Wir gehen nun auf die l)ekannteate Methode zur Untersuchung der 
Stabil itäts fragen ein, auf die sogenannte Metltodc der klchwn Schwingungen. 
Die vorangehenden Kreisel betrachtungen liefeni uns das Mittel, diese 
wichtigen und in der Litteratur immer wiederkehrenden Entwickelungen 
nach ihrem inneren Werte ku verstehen. Historisch hat sich die Methode 
der kleinen Schwingungen aus der Betrachtung des Pendels entwickelt, 
dessen kleine Schwingungen ja von altersher studiert sind und eine weit- 
tragende theoretische und praktische Bedeutung haben. 

Indessen werden wir die Methode der kleinen Schwingungen hier 
weiter zu fassen haben, als sie für das Pendel in Betracht kommt. 
Die Pendelschwingungen sind nämlich Schwingungen um eine Gleich- 
getvidUsUu/e; demgegenüber werden wir, da es sich für uns um die 
Stabilität der Bewegungen handelt, allgemein Schwit^ungen um einen 
Bewegungsmstand besprechen. 

Zunächst ein paar Worte über die Methode im allgemeinen. 

Indem man die auf ihre Stabilität zu prüfende Bewegung als voll- 
ständig bekannt ansieht, denkt man sich die Lagenkoordinaten bei 
dieser Bewegung als bekannte Funktionen der Zeit gegeben. Man 
ändert nun die Bewegung durch einen Änstols ab und fafst die DÜFe- 
renzen der Lagenkoordinaten bei der ursprünglichen und der abgeänderten 
Bewegung in's Auge, welche man samt ihren Differentialquotienten 
nach der Zeit als kleine Orölsen voraussetzt, da man nach den kleinen 
Schwingungen des Systems fragt. Sodann entwickelt man die Diffe- 
rentialgleichungen für diese Koordinatendiffereuzen aus den allgemeinen 
Differentialgleichungen des Systems und vereinfacht sie durch Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen der als klein vorausgesetzten Gröl'sen. 
Es trifft sich in gewissen ziemlich allgemeinen Fällen, dals die so 
vereinfachten Differentialgleichungen leicht integriert werden können. 
Aus ihren Lösungen beurteilt man den Charakter der abgeänderten 
Bewegung und zieht hieraus seine Schlüsse auf die Stabilität oder 
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eigentlich auf ilie absoluU' Stabilität des ursprünglich Torj^elyyten Be- 
wegungsznstaniiea. Des Genaueren wollen wir diese Methode an dem 
bereits mehrfach behandelten Prohlem di-s atifrecliteti Kreisch auseinander- 
setzen, welches ja als direkte VeraUgemeinerung des gewöhnlichen 
Peiidelproblems angesehen werden kann. 

Zunächst bemerken wir, wie pag. 31Ö, dals die Eulerscheu Winkel 
<p, V, * Kur Behandlung des aufrechten Kreisels nicht recht geeignet 
sind, da bei der ursprünglichen aufrechten Lage den Koordinaten <p 
und il> eine selbständige Bedeutung abgeht. Wir benutzen daher wieder 
die Kombination 

(1) . 9 + ^ = %- 

Als weitere Lagenkoordinaten mögeu die Gröfsen x und y von pag. 331 
dienen, welche die rechtwinkligen Koordinaten der auf die Äquator- 
ebene projicierteu Kreiaelspitze bedeuten: 



(2) 



= sm ■8' cos i/i, 
= sin 0' sin il>. 



charakterisiert 



In diesen Koordinaten ist die ursprüngliche 
durch die Gleichungen 

x = y = 0, Cx'^N. 

Wir denken uns nun die Bewegung durch eine Störung abgeändert, 
wobei wir jedoch (wie pag. 361) von einer Veränderung der Winkel- 
geschwindigkeit x' absehen wollen. Die Werte von x und tf sind dann 
selbst die Differenzen zwischen den Lagenkoordiuateu bei der ursprüng- 
lichen und der abgeänderten Bewegung. Es handelt sich vor allem 
darum, die Differentialgleichungen der x und y, d. h. der abgeänderten 
Bewegung zu ermitteln. Wir benutzen das Schema der allgemeinen 
Lagrangesehen Gleichungen. Hierzu ist erforderlich, den Ausdruck der 
lebendigen Kraft, sowie die Komponenten der Schwere in den Koordi- 
naten X, y und x z" kennen. 

Nach Gleichung (6) von pag. 156 haben wir für den symmetrischeu 
Kreisel, den wir hier, um das Pendel bequem in die Betrachtung ein- 
zubegreifen, vor dem Kugelkreisel bevorzugen wollen, 



T=-, 



-(sin' *.^'' 
Aus (1) und (2) folgt nun: 



''3 + y(9''+cos#(!-7. 



> = 1/^+7, tgi(.= 
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Uithin wird 

T-i 



+ 



- + 



+ y") (i - 



Sil 



^)' 



a:' + y« / 

Andrerseits rechnen wir die potentielle Energie V in die neuen 
Koordinaten x und y um. Wir haben: 

F=Pco8# = p^n^*"-^*. 

Aas diesem Werte von V ergeben sich die Komponenten der Schwer- 
kraft nach den Koordinaten x und y in bekannter Weise als partielle 
D ifferen tialq u ot ie n ten . 

Bei der Aufstellung der Differentialgleichungen wollten wir alle 
höheren Potenzen der als klein vorausgesetzteu Grölseu x und y und 
ihrer Differentialquotienten x' und y' Temachläasigen. Es k&mtttt dieses 
auf (Uiüselbe heraus, wie tvenn wir die Ausdrücke für T und V nach 
X, j-', y und y' entwickeln und in der Entwichelwig nur die gwulraii- 
schen Terme herhalten. Thun wir dieses, so heben sich die Nenner 
fort und es vereinfachen sich jene Ausdrücke zu: 



(3) 



ir_P-|(aJ+,>). 
Hierauf berechnen wir die Komponenten des Impulses [X], 



[in 

und \x], sowie die Komponenten der Schwere X und Y, (Die auf 
die 2 - l^iordinate wirkeude Komponente ist ersichtlich gleich Null.) 
£s ergiebt sich 






o 



W 



c{z'+i(l!('-!/0), 



wobei wir noch in dem für \x\ angegebenen Werte die Glieder zweiter 
Ordnung in x und y gegen % konsequenter Weise wegstreichen werden. 
Die auf die ^Koordinate beztlgliche Lagrangesche Gleichung lautet 
nun einfach 
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Berechnen wir uoeh 

^■=Yl^ und ^^~-j^x, 
so nebmeu die beiden andereu Lagrangescheu Gleichungen 



d[X] 



i3_ 



(5) 



mit Rflckaicht auf (4) die folgende Gestalt an: 
Äx" — Jfj' — Px, 
Ay~ + Nx--Py. 

Die Differentialgleichungen hahen, wie wir sehen, eine äufserat 
einfache Struktur; es sind hoitwgene lineare Differentialgleicinmgen mit 
konslantai Koefpzietit^i. 

Hier mögen wir zunächst an den Spezialfall des Pendels erinnern. 
Setzen wir C= und also auch y= 0, ferner A ^ ml'^, P = — Wßi, 
indem wir an ein Pendel von der Lange l denken, dessen Massenpnnkt 
m »ich in der Ruhelage senkrecht unterhalb des Unter Stützungspunktes 
befindet, so folgt aus (5) 



(5') 



Ax" 



- Px. 



X, 



^y" = Py, 



Die Integration liefert sofort das bekannte Schwingungsgesetz des 

Pendels bei hinreichend kleinem Ausschlag. 

Die Gleichungen (5) unterscheiden sich von (5'), wie man sieht 

durch das Auftreten von Tennen in x' und y. Diese, können wir 

sagen, zeigen uns das Vorhandensein einer Rotation („Gyration" um 

die Kreiselaxe) an; sie werden deshalb in dem Werke von Thomson 

und Tait als „ff^oskopisdie Terme" bezeichnet. Wir beabsichtigen später 

auf die interessante Theorie dieser Terme ausführlich ciuzu gehen. 

Hier sei nur noch bemerkt, dafs ihre Koeffizienten in (ÖJ, nämlich 

I ^ —^\ ■ . - 

I. „ . eine sogenannte schiefe Determinante bilden. 

Die Lösung unserer Differentialgleichungen (6) ei^iebt sich nach 
einer bekannten Regel*} in folgender Weise. Man fasse zunächst die 

*) Die folgenden Rechnungen sind für die Integration eines beliebigen 
S;Bt«mR linearer Differential gl eichangen mit konstanten Koeffizienten tjpisch. 
Die Technik derartiger Integrationen wird namentlicli im zweiten Bande der Bigid 
djnamica von Routb sehr weit durchgebildet. 
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xwei Oleichungen (>)) in eine /utianiuien, indeiu mau sie bez. mit 1 
und i multipliziert und addiert. Die komplexe Verbindung x -^ iy 
heiüae x. So entsteht 

(6) Ae-'+iKz'=Px. 
Darauf setze man versucliaweise an: 

(7) 2 = ae'^<; 

dann liefert (6) folgende Bedingung für die soeben eingefUlirte GröfBC A: 

(8) A!i''+ NI+ P = 0. 
Hieraus folgen zwei Werte l = fi und A ^ fi', nämlich 

(9) I 



-N±yN' — iAP 



bnen setzt sich 
Die allgemeine 
in einen reellen 

iß')- 



und zwei partikuläre Lösungen von (8), nämlich 
e =1 a&''' bez. g = ae'*"' 
mit je einer willkürlichen Konstanten a bez. a\ i 
die allgemeine Lösung durch Superposition z 
LOaung von (8) lautet daher, wenn wir noch a und i 
und iuiagiuären Teil spalten (a = b — iß, a ^= a.' - 
(10) , _ (« - if)^- + (<■■ - .■;»•)«■■'■'. 

FQr das Weitere hat man zwei Hauptfälle zu unterscheiden, je 
nachdem fi und fi' reell oder komplex sind. Ersterrs tritt ein, wenn 
N'—4AP>0, letgterrs, n-enn N^—4AP<0 ist. 

I) Ist N* — 4j4P>0, so schreiben wir statt (10), indem wir t 
in seinen reellen und imaginären Teil auflösen: 

( x = a eoB ftt -\' ß sin fit + o' cos (i't + ^' sin ft7 , 
[y ^ß cos (il — a sin fi< + ^'cos (i't — «'sin ft t . 

Als Anfangsbedingungen schreiben wir etwa vor: 

X =,ff = f/= 0. 
Dann folgt aus (11): 

» + tt' = 0, ß^ß' = 0, f(a + (i'«'=0. 



(11) 



d. b. 



tt' = 0, 



Die hier eingeführte und noch disponible GrÖfse t; entspricht der un- 
bestimmt gelassenen Grölse der Anfangsgeschwindigkeit 3:'. 
Nunmehr ergiebt sich aus (11) 



(12) 



ja:=|-(8in(ti — sin(t'0 = 
I y= ^-(coa^* — cos/t'i) — - 



5] cos - 



-t- 



^ + ^- 



/ ■ sin ^ 



Bereclinen wir achliei'slicli 
für (12) schreiben: 
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und ** ~ '* aua (9), so können wir 



(13) 



coB ^ t ■ ain 



= i; sin 



j(- 



(. 



Somit sind wir genau auf die pag. 331 entwickelten Gteictimgen (11) 
zurückgeführt. 

II) Betrachten wir nun den zweiten Hauptfall N* — iAP < 0, wo 
ß und ft' komplex werden. Wir setaen 

(( ^ V 4" iv'i ft'^ V — iv', 
lösen (lOj in einen reellen und imaginären Teil auf und erhalten 
{j: =-f |Be-'*' + a'e+''')coaf(+ {ße-*''-\- ß'e^"''] sin vi, 
^"^ [i, =- [ß^"-' -\- ß'e^-''\ co^ vt -i- {ar-'' + «'^''}sint-f. 
Aus den Änfangebediugangen 

folgt sodann 

- + -'-i> + ß:--ß + f-'', 

i. h. 

Mithin wird: 

(15) 



= V\ 2 jcoavf. 



yiAP-N* 



III) Schliefslich mfissen wir auch noch den Grenzfall durchrechnen, 
wo N* — 4j4P = wird, wo also (i und ft' zusammenfallen. Die 

vollständige Losung der Differentialgleichung (8) mit der erforderlichen 
Anzahl willkürlicher Konstanten hat man in diesem Falle in der folgen- 
den Form anzusetzen: 

ti = {a-i-a't)e''". 

Für den reellen und imt^inären Teil von 2 ei^ebt sich jetzt, wenn 
wir wieder a = K — iß, a' '^ a — ip' machen: 

r = + (k + «'() COB p( + (,J -f- ,3'0 Hin fi( , 
y = — (|3 + j3'Ocoa^(-f- (a + a'()3infi'- 

Unter den früheren Anfangsbedingungen folgt ferner 

a = s = a' o= 
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und, indem wir a' durch ij ersetzen: 

{ X ^= tjt cos (it, 2i 



(16) 



-Uli sin fit, 



Wir wollen nun die in den Gleichungen (13), (15) uml (16) ge- 
wonnenen Resultate im Si^ne der Methode der kleinen Sdminyimgen 
diskutieren. 

Die durch (13) dargestellte Bewegung der Kreiaelspitze ist ihrem 
zeitlichen Verlaufe nach volltommeu periodiach. Sie stellt also eine 
Schwingung dar und zwar eine kleine Schwingung, weil die maximale 
Entfernung tj der Kreiseispitze von ihrer ursprünglichen Lage um bo 
kleiner ausfällt, je kleiner wir den Anfangawert von x', d. h. die an- 
fängliche Störung wählen. Nach (12) können wir diesen Schwingungs- 
vorgang ührigons auch auffassen als Überlagerung zweier einfach- 
harmooiacher Schwingungen („Fundamentulschwingungen"), von den 
Perioden — und — ^ ■ 

Anders die durch (15) und (16) gegebenen Bewegungen. Diese be- 
sitzen einen periodischen und einen aperiodischen Bestandteil. Letzterer 
bewirkt, dafs die Entfernung des Punktes x, y von der Ruhelage, nämlich 

Vx^ -\- y° = 7} ~ — — T- — — bez. 



.,1 

mit wachsendem t grÖlser und gröfser wird, genauer gesagt, dalÄ sie 
bei hinreichend grofsem t jede beliebige Grenze übersteigt, wie klein 
auch der ursprüngliche Änstofs gewesen sein möge. Die Bewegung 
ist alsdann keine Schwingung und sicherlich keine kleine Schwingung. 
Die Bahnkurve hat vielmehr eine Spiralenge stalt. Uleichung (15) stellt 
im wesentlichen eine logarithmische, Gleichung (16) eine Archimedische 
Spirale vor. 

Welche Schlüsse wird man nun aus diesem Verhalten bezüglich 
der Stabilität der aufrechten Kreiselbewegung zu ziehen haben? Wir 
wollen uns dabei zunächst auf «inen völlig naiven Standpunkt stellen, 
von dem aus die in den rechnenden Naturwiaaenachaften überall übliche 
Vernachlässigung höherer Potenzen ohne Bedenken aeceptiert wird. 
Von diesem Standpunkte aus werden wir die Gleichungen (13), (lö) 
und (16), wenn auch nicht als genaue, so doch als angenäherte Be- 
schreibung der wirklichen Bahn ansprechen und werden direkt sagen: 

Im erst&i ßauptfallc JV* — iAP> ist die Bewegmxg der Ereisel- 
spitze stabil oder sogar in unserer Terminologie ohsoUtt stabil. Im eweiten 
Bmptfidlc JV«— 44P<0, smcie im Grenafalh- K'—AAP^a da- 
gegen ist die linvegmuj instabil. 
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Zu dieser ScUuTaweiBe haben wir nun Stellung zu nehmen. 

Wollen wir dieselbe zunächst nach ihrem Erfolge beurteilen, so 
werden wir sagen müssen: Dk Unterscheidung zwischen den stabilen 
und den labilen Fälim mrd im allgemeinen, aber auch nur im aß^emeinen 
richtig getroffen. In der That ist ja die Ungleichung N'^ — 4j1P$0 
unser wohlbekanntes Stabilitätskriterium. Dabei wird aber der Grenz- 
fall N^ — 4.ilP^0 hier falsch klaaaiflziert; er erscheint den labilen 
Fällen zugeteilt, während er (vgl. pag. 323) bei strenger Methode 
durchaus den stabilen Fällen zuzurechnen ist. 

Femer sehen wir, was die Gestalt der Bahnkurven angeht: Im 
ersten EauptfaUe wird dir, Bewegung der Krriselspitec durch utisere jetzige 
Methode richtig wiedergegeben, d. k. mü am so gröfserer Annäherung, je 
kleiner der ursprünglidw Anstoß war. Im zweiten Hauptfalle dagegen, 
sowie im Gremfalh lief'em unsere jetzigen Formeln ein gane falsches 
Bild der Bewegung. In der That unterschied' sich in strenger Behand- 
lung z. B. die Bahnkurve für A'' — 4AP^(> ihrem qualitativen 
Charakter nach durch nichts von den Bahnkurven N^^iAP^O. 
Auch die Bahnkurven im Falle N* — 4-4P<0 hesafsen im allge- 
meinen dieselben Periodic! tätsei genschaften, wie die stabilen Bahn- 
kurven im Falle .N^ — 4.dP>0; der Spiralencharakter, welcher nach 
den jetzigen Formeln diesen Bahnkurven allgemein anhaften soll, kam 
in Wirklichkeit nur in einem besonderen Spezialfälle zum Vorschein. 
Man könnte auch daran erinnern, dafs die GrÖfseii x und y ihrer 
geometrischen Bedeutung nach sicher kleiner als 1 sein müssen, 
während sie den Formeln (15) and (lä) zufolge behebiger Werte fähig 
sein sollen. 

Noch übler steht die Sache, wenn wir unser Verfahren auf seine 
innere Berechtigung hin prilfen. Betrachten wir zunächst den vermeint- 
lichen aus der Methode der kleinen Schwingungen folgenden Nachweis, 
dafe die aufrechte Bewegung im Falle N* — 4j4P>0 stabil sei. 

Indem wir in den Differentialgleichungen der Bewegung bez. in 
den Ausdrücken für T und V diejenigen Vemachiasaigungen eintreten 
lassen, welche nur (oder höchstens) im stabilen Falle gerechtfertigt 
sind, machen wir von vornherein die Annahme, dafa die Bewegung 
stabil sei. Wir führen dann die oben angegebenen Rechnungen aus 
und finden, dafa im Falle N- — 4AP>0 das Resultat der Rechnung 
unserer ursprünglichen Annahme nicht gerade widerspricht. Wollten 
wir nun hieraus umgekehrt auf die Richtigkeit jener Annahme schliefseu, 
so würden wir uns eines ofienbaren „circulus vitiosiis" schuldig machen. 
Nichtsdestoweniger wird dieser Schiufa bei der Methode der kleinen 
Schwingungen regelmäfsig angewandt. 

24' 
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Unsere hiermit formulierte Kritik Ist niclit etwa neu. Wir wollen 
in dieser HiuBicht einige Worte von Dirichlet citieren, weiche im An- 
fange der oben citierten Arbeit Ober die Stabilität des Gleichgewichtes 
Torkommen. Das im vorigen Paragraphen besprochene Kriterium des 
GleichgewichteH war ursprünglich vou Lagrange gerade nach der Me- 
thode der kleinen Schwingungen begründet. Dirichlet setzt die ünhalt- 
barkeit dieser Begründung auseinander und bemerkt unt«r anderem: „Es 
kann mit Recht bezweifelt werden, ob Gröfsen, fdr die man unter der 
Voraitssetsimg , dafs sie immer klein bleiben — denn nur in dieser liegt 
die Befugnis, die höheren Glieder zu ve mach lässigen ^ kleine Grenzen 
findet, nach einer beliebigen Zeit, wirklich in diese oder überhaupt nur 
in enge Grenzen eingeathlosaen sein werden."*) Genau derselbe Ein- 
wand läi'et sich aber gegen die meisten modernen Arbeiten erheben, in 
denen die Methode der kleinen Schwingungen zur Untersuchung der 
Bewegungsstab üität herangezogen wird. 

Man sieht Ubrigentt an diesem Beispiele, wie lange es dauert, bis 
die Ergebnisse der strengeren mathematischen Forschung in den an- 
gewandten Wissenschaften Eingang und Berücksichtigimg finden. 

Günstiger scheinbar stehen die Chancen für den aus unserer Me- 
thode fliefsenden vermeintlichen Nachweis, dafs die Bewegung im Falle 
N^ — 4ÄP^0 instabil sei. Zu Beginn der Rechnung machen wir 
nämlich, wie gesagt, bei der Vernachlässigung der höhereu Glieder die 
ausdrückliche Annahme, dafs die Werte von x und y dauernd klein 
bleiben oder, genauer gesagt, durch Wahl des Anstofses beliebig klein 
gemacht werden können. Diese Annahme wird nun durch das Resultat 
der Rechnung im Falle N^ ~ 4AP ^0 in unzweideutiger Weise ad 
absurdum geführt. Es scheint daher der Schluls berechtigt, dafs jene 
Annahme unzulässig ist, dafs also x und y nicht dauernd klein bleiben, 
und dafs die Bewegung in diesem Falle instabil ist. 

Genau genommen wird aber hierdurch nicht die Unzulässigkeit 
der Annahme kleiner x, y, sondern nur die Unzulässigkeit der ge- 
troffenen Vernachlässigungen dargethan. Es könnte sehr wohl sein, 
dafs die :e und y und also auch die höheren Glieder in den fragliehen 
Entwicklungen dauernd beliebig klein aber nicht beliebig klein gegen 
die beibehaltenen ersten Glieder gemacht werden können, sofern näm- 
lich letztere für besondere Werte der Konstanten identisch verschwinden. 
In diesem Falle wäre die Vernachlässigung der höheren Glieder offen- 
bar unberechtigt; die betreffende Bew^ping könnte dann, nach der 



*) Ähnlich äufsert sich Jacob 
Vgl. Ges. W, Supplementb. pag. 30. 



L der vierten Torteenng Aber Dynamik. 
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Methode der kleinen Schwingungen behandelt, instabil erscheinen, 
während sie in Wirklichkeit stabil sein könnte. 

Solch ein Fall liegt gerade in dem Grenzfalle N* — 4AP = 
vor, bei dem ja die Htabili tat »entscheid ung, wie sie durch die Methode 
der kleinen Schwingungen geliefert wird, irreführend ist. 

Hiemach werden wir unsere Kritik der Methode folgendermalaen 
zuaanunenfessend foi-mulieren : Weder sind die in jener Methode stabil 
erscheinenden Fälle als stabil bewiesen, noch sind die als labü erschänm- 
den in Wirklichkeit immer labil. Die Methode sagt also über die Sta- 
bilität und JMbilitut der Bewegungen strenge genommen nichts. 

Der Nutzen der Methode besteht daher, von diesem rigorosen 
Standpunkte aus beurteilt, lediglich darin, dafs sie für manche stabile 
Fälle (in unserem Beispiel die Falle N*^4AF>fi) auf bequemem 
Wege Annähe ningsf arm ein liefert, wobei allerdings der Grad der An- 
näherung und die Berechtigung der Formeln zunächst unkontrollierbar 
bleiben. 

Von einem mehr praktischen Standpunkte aus wird man dieses 
Verdikt allerdings wesentlich modifizieren müssen. Solange man keine 
allgemeine einwandfreie Methode hat, wird man mit einer unstrengen 
TOrlieb nehmen müssen, zumal die Probleme, welche bisher mit der 
Methode der kleinen Schwingungen behandelt worden sind, das grofste 
Interesse beanspruchen und nicht einfach zurückgeschoben werden 
können. 

Katürlich bezieht sich unsere Kritik nur auf den zeitigen Stand 
der Methode, nicht auf die Methode selbst. Diese hat ohne Frage 
einen wertvollen Kern von Wahrheit, welcher, von Schlacken befreit, 
nicht nur vorläufige, sondern auch zuverlässige Aufschlüsse über die 
interessantesten Fragen der modernen Mechanik verspricht. Vermutlich 
wird es nur nötig sein, der Methode einige Einschränkungen und Ver- 
schärfungen hinzuzufügen. 

In welcher Richtung diese Verschärfungen zu suchen sind, kann 
nach dem Früheren nicht zweifelhaft sein. Man muß aus den exakten 
DifferentialgMchungen den Beicegungsvorgang wenigstem im Umrifs her- 
zuleiten und auf Grund einer solchen allgemeinen Kenntnis der Bewegung 
deti FeJder abeuschäteen suchen, den man in der Methode der lleincti 
Schwingwngen bei der Vemachlässiffuiig der fwlieren Temie begeht. In 
solcher Weise haben wir in der That zu Ende des vorigen Kapitels 
unsere Formeln zur näherungs weisen Berechnung der Kreiselbewegung 
gewonnen, welche sich ja mit den aus der Methode der kleinen 
Schwingungen folgenden Nähe nmgsfor mein in allen den Fällen als 
identisch erwiesen, wo die letzteren brauchbar waren. 
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In der Litteratur liegen zahlreiche Bestrebungen iu der angedeuteten 
Richtung bereite vor, Wirerwähnendie Arbeiten von Hm. Li apounoff), 
und namentlich Poincar^'s**) Untersuchungen zur Himmelsmechanik, 
sowie überhaupt die modernen Beiträge zur Störungsrechnung, welche 
sich zum grofsen Teil gerade mit der mathemati sehen Priicisierung 
der in der Methode der kleinen Sehwingimgen vorkommenden Entwick- 
lungen beiassen. Auch in den Werken von Hm. Routh***j, welche 
die reichste Fundgrube für Stabi litütsfragen sind, finden sich bereits 
Ansätze zur mathematischen Verschärfung der Methode vor. 
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Wir wollen jetzt über die spärlichen Resultate berichten, welche 
man bisher bezüglich der Bewegung des schweren allgemeinen Ereisels 
gewonnen hat. 

Die Differentalgleichungen für den allgemeinen Kreisel können 
etwa nach dem Schema der Eulerachen Gteicbnugen (a. pag. 141, 
Gleichnng i3)) gebildet werden. Wir wollen dieselben nicht hinschreiben, 
sondern nur ihre mechanische Bedeutung wiederholen: Sie besagen, dafs 
die Impulsänderung iu jedem Momente gleich dem unendlich kleinen 
Drehstols der Schwere ist. Um die Axe und Grölse desselben zu be- 
stimmen, markieren wir im Körper den Schwerpunkt S; er habe im 
XYZ-Sjstem die Koordinaten |, ij, £. Dabei setzen wir der Allge- 
meinheit wegen voraus, dalä die Richtung OS mit keiner der Haupt- 
axen, welche zu Koordinatenaxen gewälilt sein mögen, zusammenfalle. 
Die Ase des Drelimomentea der Schwere wird alsdann die auf OS und 
der Vertikalen gleichzeitig senkrechte Gerade. Seine Gröfse beträgt 
P sin fr, wo P ^ nigE, d. h. gleich dem Produkt aus dem Gewicht 
des Kreisels in die Entfernung der Punkte und S, & gleich dem 
Winkel zwischen der Vertikalen und dem Halbstrahl OS geseti^t ist. 

Ahnlich wie im dritten Paragraphen des vorigen Kapitals können 
wir auch hier unmittelbar eine Aussage über das Verhalten des Im- 
pulses machen, welche analytisch ein erstes Integral der Bewegungs- 

*) Vgl, olien pftg, 360. 

•') Methode« nouvelloa de la MiStanique ci^leatc, vgl. i. B. Cap. IV, wo aller- 
dings (pag. 177) die DeSnition der Stabilität noch ganz im Sinne der Methode 
der kleinen Schwingungen formuliert wird. 

•••) Rigid lij-nnraicit, Part II, Cftp. TH, SUbiUty of motion, Cap, VTl. Die hier 
gegebenen AuHfühningen liefern bereits darüber AufschlufB, weshalb in unserem 
Beispiel für den Grenzfal! A'*— iAP = 0, wo die Perioden der beiden Funda- 
mentaUchwingungen zusammenfallen, die Entscheidung des Stabil itätsuharakten 
auf Grund lediglich der linearen Entwickelungsterme falsch ausfallen kann. 
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gleichungen liefert. Wegen der horizontalen Lage der Äse dos Schwere- 
momentes schreitet nümlieh der Impuls - Endpunkt notwendig dauernd 
in horizontaler Richtung vorwärts. Die Vertikalkomponente des Im- 
pulses ist tüso kotisiant. wir haben wieder 
« = const. 
ÄuCserdem gilt natürlich auch jetzt der Satz von der lebendigen 
Kraft, welchen wir ja im zweiten Kapitel für jeden starren Körper 
und jedes konBervative Kraftsystem abgeleitet haben: 

Wollen wir diese Gleichung in Worte fassen, so haben wir uns 
der geometrischen Bedeutung des Äusdnicks der Icbeudigen Kraft (vgl. 
pag.96) zu erinnern und haben femer die potentielle Energie V= mg-Ecos^ 
in naheliegender Weiae zu interpretieren. Wir können dann sagen: 

Das halbe skalare Pr&lukt am Impuls- und Drdiungsvektor vermehrt 
am das Produkt aus dem Gewicht des Kreisels in die vertikale Erhebung 
des S^werpunkts bleibt wahrend der Bewegutig des allgemeinen Kreisels 
kimsta/nt. 

Dagegeu verliert in imserem Falle die vom symmetrischen Kreisel 
her bekannte Gleichung W= const ihre Gültigkeit, welche ofiFenbar 
lediglich eine Folge der symmetrischen Massen Verteilung war. 

Die vollständige analytische Beherrschung der unsymmetrischen 
Kreiselbewegung ist aber auf Grund der obigen beiden Integrale noch 
nicht möglich. Bevor wir über die weiteren Versuche in dieser Richtung 
sprechen, wird es gut sein, das zu erreichende Ziel sehärier ins Äuge 
zu fassen. Das Ziel mufs offenbar dieses sein: eine klare Vorstellung 
von dem Bew^ungs vor gange zu gewinnen. Derjenige Weg wird der 
beste sein, der am direktesten auf dieses Ziel hinführt. 

Demgegenüber erscheint in zahlreichen Arbeiten über Mechanik, 
z, B. in den sogleich zu nennenden, der Zielpunkt wesentlich verschoben. 
Man gewinnt den Eindruck, als ob die wichtigste Aufgabe der analy- 
tischen Mechanik darin bestände, ein Problem auf Quadraturen zurück- 
zuführen bez. solche Probleme aufeufinden, die sich durch Quadraturen 
lösen lassen. In Wirklichkeit ist doch aber die Zurückftthning auf 
Quadraturen nur ein Mittel zum Zweck, welches noch dazu in den 
seltensten Fällen anwendbar ist und welches selbst da, wo es an- 
wendbar ist, seinen Zweck nicht einmal vollständig erreicht, sofern 
nämlich die gefundenen Integrale eine komplizierte Bauart haben. Die 
einseitige Betonimg der Quadrierbark ei t oder Nichtquadrierbarkeit ent- 
spricht fraglos nur der schulmäfsigeti Gewöhnung der Mathematiker 
und ist in der Sache selbst nicht begründet. 
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Wenn es flieh im Hpe/.iellen so triffl, dsfs ein Problem auf Quftdra 
turen oder allgemeiner auf bekannte Funktionen führt, ho wird man 
natürlich von dieHem Umstände gern Nutzen ziehen. Dabei wird man 
eich über gegenwärtig halten, dafe mit der geschlossenen analytischen 
Darstellung der Integrale nur der erste Schritt gethan ist und daTs die 
Hauptaufgabe darin bestehen miU's, auf Grund dieser Darstellung zu 
einem vollständigeti geometrischen und mechanischen Verständnis der 
Bewegung 7.u gelangen, 

In alJen anderen Fällen, wo eine Zurückführung auf bekannte 
Funktionen nicht möglich ist, wird man dagegen ein anderes Verfahren 
einschlafj^en müssen — ein Verfahren, welches Überhaupt bei der Inte- 
gration von Differentialgleichungen geboten ist: Man suche sich zu- 
nächst über den qualUutiven Verlauf der durch die Differentialgleichungen 
definierten Bahnkurven eine Vorstellung zu bilden, indem man etwa 
die singulären Stellen der Differentialgleichungen, die instabilen Be- 
wegungsfällc, die möglichen periodischen und asymptotischen Bahn- 
kurven u. B. w, studiert. Dann erst entwickle man aua dieser vorläufigen 
Kenntnis heraus geeignete konvergente oder nichtkonvergente J/oWun^s- 
mefhoden, welche die guatUilative Berechnung der Bahn mit beliebiger 
oder begrenzter Genauigkeit ermöglichen. Als Vorbild können dabei 
die Untersuchungen Poincur^s über dm Dreikörperproblem gelten, 
der seine grofsen Erfolge gerade der eben skimerten freieren und all- 
gemeineren Auffassung des Integrationsgeschäftes verdankt. 

In diesem Sinne ist für die Behandlung des unsymmetrischen 
Kreisels wenig geschehen. Die zunächst zu nennenden Arbeiten gehen 
vielmehr ausschliefslich auf Falle geschlossener analytischer Darstell- 
barkeit aus, 

Frau S. Kowalevski*) findet, dafs aul'ser den oben genannten 
Integralen noch ein weiteres in ziemlich einfacher algebraischer Form 
angegeben werden kann, wenn die Massen Verteilung des Kreisels den 
folgenden Bedingungen genügt: Das TrägbeitseUipsoid sei wieder ein 
Rotationsellipsoid {A = B), der Schworpunkt liege aber nicht auf der 
Figurenaxe, sondern in der Äquatorebene (£ => 0); aufserdem sei 

2C = Ä{= B). 
Unter diesen Annahmen gelingt es, die allgemeine Bewegung voll- 
ständig zu behandeln. 

Frau Kowaleaki**) drOokt die L^en- und Oeschwindigkeitskoordi- 

•) Siir le problfimc de In rolation d'ua corps eolide autour d'un point fixe, 
Acta Mathematica, Bd. IS. 18B8, 

") Bei. Herr F. Kotier: Sur le ca» traiU par Af™. K(»DaUvslci etc. AcU 
Hathem. IT, 1898. 
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naten des Kreisels durch zwei Hfilfsgrötaen aus, welche ihrerseits mit 
der Zeit durch Integrale zusammenhängen, in denen die Quadratwurzel 
aus einem Ausdrucke fünften Grades vorkommt. Solche Integrale, 
welche die nächste Verallgemeinerung der elliptischen Integrale dar- 
stellen, bezeichnet mau als kypereUipÜscJie. Im FaUe der Frau Kowa- 
levs^i läfst »ich idso die aUgemeine Bewegung eines unsymmeirischm 
Kreiseis vtm spezieller Massenverteilung durch hypereUiptische Integrale 
vollständig darstelleti. 

Diesem allgemeinen analytischen Schema ist die erforderliche geo- 
metrische Diskussion später durch Herrn Joukowsky*) hinzugefügt 
worden. Es gelingt Herrn Joukowsky den Bewegungsvorgang durch 
einige einfache geometrische Sätze zu beschreiben und sogar durth ein 
Modell zu illustrieren. 

Die allgemeine Frage nach allen Fällen des schweren Kreisels, in 
denen aufser den beiden genannten noch ein drittes algebraisches Integral 
vorhanden ist, ist neuerdings von Herrn R. Liouville**) in Angriff 
genommen worden. 

Von einem anderen Standpunkte, dem der allgemeinen Lie' sehen 
Gruppen theorie, gehen die Untersuchungen der Herren Levi-Civitä***) 
und Liebmannt) aus. Die genannten Autoren fragen, wie die Massen- 
verteilung (die kinetische Energie) und die Kräfteverteilung {die po- 
tentielle Energie) beschaffen sein müssen, wenn zwei in den Ge- 
schwindigkeitskoordinaten lineare erste Integrale möglich sein sollen. 
In diesem Falle ist man sicher, dafs sich das Problem durch Quadra- 
turen erledigen läfst. 

Die Fragestellung ist hier insofern eine weitere wie in dem vorher- 
genannten FaUe, als es sich nicht speziell um den schweren Kreisel 
handelt, vielmehr das Gesetz der äui'seren Kraft selbst passend be- 
stimmt werden soll. Die Untersuchung ergiebt im Ganzen 25 mögliche 
Fälle, von denen jedoch die meisten imaginär sind (d. h. einer mechanisch 
nicht realisierbaren Massenverteihing entsprechen). Dal's übrigens hier- 
mit die Frage nach der Gesamtheit der integrabeln Fälle nicht erledigt 
ist, zeigt schon der in der Liebmannschen Tabelle nicht enthaltene Fall 
der Frau Kowalevski, wo man mit Quadraturen zum Ziele gelangt, 
ohne dai's zwei in den Geschwindigkeitskoordinaten lineare Integrale 
vorhanden sind. 



*) Vgl. Jabreebericbt der deutechen MaUtematikerrereinigUDf;, Bd. IV. 18Ü5. 
") Vgl. Acta Mathematica, Bd. XX, 1897. 

*") Sul moto di HD corpo rigido intomo ad an pimto fisBO. Äccademia dei 
Lincei. 189S. ' 

t} Vgl. oben pag. 161. 
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Wie man aehon aus den hier gegebenen Andeutungen erkennt, 
gehen diese Untersuchungen von Levi-Civitä und Liebmann durchans 
nach der abstrakt-mathematiBcheii Seite hin vor. — 

Während es sieh in den bisher aufgeführten Fallen darum handelte, 
die alltfeme.ine Bewegung des unsymmetrischen Kreisels aufzufinden und 
analytisch darzustellen, wollen wir jetat etwas eingehender über zwei 
Fälle ^Mir(ic((i«Vcr Kreiselhewegung berichten, welche man in analytischer 
und geometrischer Hinsicht vollkommen beherrscht. Der eine von diesen 
Füllen ist von Herrn W Hefa*) bemerkt worden; sein Studium wurde 
später von einer Anzahl ruasischer Mathematiker**) vertieft. Der andere 
Fall ist von Herrn 0. Staude***) behandelt. In dem Hefa'schen Falle 
wird der Charakter der einzuleitenden Bewegung einer gewissen eiufachen 
Bedingung unterworfen; gleichzeitig wird auch eine besondere Voraus- 
setzung über die Lage des Schwerpunktes im Körper gemacht. In den 
von Herrn Staude untersuchten Bewegungen dagegen bleibt die Massen- 
verteilung ganz allgemein, während der Charakter der Bewe^ng dafür 
in ausgiebigerer Weise spezialisiert wird. 

Man bemerke übrigens vorab, dafs der Grad der Fartikularisation in 
diesen beiden Fallen kein höherer ist, wie in dem Kowalevsklachen oder 
wie im Falle des schwerelosen unsymmetrischen oder des schweren 
symmetrischen Kreisels. Allemal werden nämlich drei beschränkende 
Bedingungen vorangestellt; in den drei letzten Fällen beziehen sich 
diese Bedingungen lediglich auf die Massenverteilung, im Falle von 
Hel's teils auf die Massen Verteilung teils auf die Bewegung, im Staude- 
Bchen Falle lediglich auf die Beschaffenheit der Bewegung. 

Um in naturgemilfser Weise auf den Hels'schen Fall der Kreisel- 
bewegung hinzuleiteni"), wollen wir uns die Frage stellen, unter welchen 
Umständen es bei einem allgemeinen Kreisel eintreten kann, daß der 
ImptUs dauernd in einer durch den Unterstiitsunnsptinkt gehenden, im 
Sirper festen Ebeite enlluiUen setAi) Analytisch gewandt, bedeutet dieses, 

*) Über ilie Eiilerachen Bewegungsgleichungen U.B.W. Math, Ann. Bd. 37, 1890. 

•") Vgl. in analytischer HinBicht P, NekraBsoff: Rechtrchrs analyliques sur 
un CM de rolation d'un solide peeant aatour d'un point fixe, Math, Ann. ßd. IT, 180G, 
wo weitere Litte rotu ran gaben zu finden sind, in geometrieclior Ilinitinht N. Jou- 
kownky, Jahresbericht der deutschen Mathomatikervereinigung Ud, IH 18B2/93, 
9 •••) Über pfrvtatMtüe Rotationtaxen, Crellee Journal, Bd. US, 1894. Mit dem- 
selben Oegenitand beschäftigt eick eine rusBische Arbeit von Hrn. B.MIodzieiowaki, 
Moskau 1S94. Vgl. auch ßouth, Rigid rlynamics, Bd. II, art. 21t. 

t) Vgl. hierzu: A. Sommerfeld, Bemerkungen tam Befs'achen Falle der 
Kreiaelbewegung. GOttinger Nachrichten 1&98. 

-H*) Dabei Bchliefsen wir zunächBt den Fall aus, wo der Imputsvektor im KOrper 
absolut fest ist. Dieäea Fall werden wir nachher behandeln. Er führt gerade auf 
1 Herrn Staude untersuchten Ilotationen. 
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ob und wann ein in den InipuJskomdhtaten L, M, N lineares homogenes 
Integral mit lonsianlen Koefßeienifti möglich ist. 

Die Lage des Impulses zu irgend einer Zeit ergiebt sieh, wenn 
wir den jeweils vorhnndenen Impuls mit dem unendlich kleinen Dreh^:- 
stoTs der Schwere zusammensetzen. Die Axe dea letzteren steht auf 
der durch den Schwerpunkt S und den XTnterstÜtzmigspunkt gehen- 
den Vertikalebene senkrecht Der Endpunkt des Impulses schreitet 
iilso stets tienkrecht g^en die Axe OS^ die wir die „Schwerpunktsaxe" 
neimen wollen, fort. 

Soll nun der Impuls dauernd in einer festen Ebene des Körpers 
liegen, so kann dieses keine andere Ebene sein, als die durch ge- 
legte Normalebene der Schwerpunktsaxe. Diese Ebene werde mit e 
bezeichnet; ihre Gleichung lautet, wenn wie früher S, ij, ^ die Koordi- 
naten dea Schwerpunktes in dem Hauptträgheitskrenz X¥Z bedeuten: 

6Z, + ^J^f+£^■=o. 

Dies ist bereits der Form nach das von Herrn Hels gefundene parti- 
kuläre Iat«gral. 

Es ändert sich aber nicht nur die Lage der Impulsaxe infolge der 
Schwere, sondern auch die Lage des Körpers und insbesondere die 
Lage der Schwerpunktsaxe infolge der dem Impuls entsprechenden in- 
stantanen Kotation. Soll nun der Winkel zwischen Impuls- und Schwer- 
punktsaxe dauernd ein Rechter sein, ao mufs nicht nur der Impuls- 
Endpunkt infolge der Schwere Wirkung senkrecht zur Schwerpunktsaxe, 
sondern auch der Schwerpunkt infolge der instantanen Rotation senk- 
recht zur Impulsaxe fortschreiten. Dies findet aber nur dann statt, 
u:e»n die Holationsaxe beständig in der durch Impuls- und Schtcerpunkts- 
axe bestimmten Ebene mthcdlen ist. 

Durch unsere letzte Forderung wird der Massen Verteilung eine Be- 
dingung auferlegt, die wir jetzt weiter zu untersuchen haben. Wir 
erinnern zu dem Zwecke au den geometrischen Zusammenhang zwischen 
der Lage des Drehungsvektors und der des Impulsvektors. Nach pag. 102 
können wir die Richtung des Impulsvektors aus der des Drehungs- 
vektors finden, wenn wir in einem der Dnrchstofsungspunkte der 
Drehungsaxe mit dem Trägheitsellipsoide 

die Tangentialebene konstruieren und von aus auf diese das Lot 
fällen; dieses giebt alsdann die Richtung des Impulsvektors an. In 
unserem Falle ist es indessen bequemer, statt mit dem Trägheitsellipsoid, 
dessen Unke Seite den Ausdruck der doj^lten lebendigen Kraß in dett 
Geschwindigheifshoordinaten angiebt, nait einem Ellipsoide zu operieren, 
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welches man das „rcciproke TrägheitBellipsoid" nennt und dessen linke 
Seite den Äuntirttck der doppelten lebendigen Kraß in deii Iiiipulslvordi- 
naten darstellt. Die Gleichung dieses Ellipsoides ist: 

A ^ B ^ C '■■ 

Man erkennt dann, genau ao wie pag. 101 und 102, die Richtigkeit 
der folgenden Konstruktion : Um die Richtung des Drehungsrektors 
aus der des Impulavektora r.u finden, markiere man auf dem reciproken 
Trägheitaellipsoide die Durchstofsungspunkte der Impulsasc und kon- 
struiere in einem dieser Punkte die Tangentialebene an unser Ellipsoid; 
dann liefert das von auf diese Ebene gefällte Lot die Richtung des 
Drehungs ve ktors . 

Wir denken uns nun in dem reciproken Trägheitsellipsoide die 
Schwerpunkteaxe OS gezogen und durch ihre Normalebene e gelegt, 
in welcher der Impulsvektor enthalten sein soll. Diese Ebene e schneidet 
da« EUipBoid in einem Kegelschnitt, welcher, wie wir jetzt zeigen werden, 
ein Kreis sein mufs. 

Sei nämlich P irgend ein Punkt des Kegelschnittes und t seine 
Tangente in P. Dann giebt OP eine mögliche Richtung der ImpuU- 
axe an. Durch t werde femer die Tangentialebene e' an das Ellipsoid 
gelegt und von auf diese Ebene das Lot OQ gefällt, welches die 
zur Impulsaxe OP gehörige Richtung der Drehungsaxe bestimmt. Nach 
der obigen Bedingung müssen die Geraden OP, OQ und OS beständig 
in einer Ebene liegen. Es steht aber unstre Tangente t sowohl auf 
OQ wie auf OS senkrecht, da sie die Schnittlinie der auf OQ und 
OS in Q bez. errichteten Normalebenen e und e' darstellt. Mithin 
steht l auch auf OP senkrecht. Unser Kegelschnitt hat also die Eigen- 
schaft, dafa die Tangente in jedem seiner Punkte auf dem vom Mittel- 
punkte auslaufenden Radiusvektor .senkrecht steht. Unser Kegelschnitt 
ist also in der That ein Kreis. 

Damit ist die der Massen Verteilung des Kreisels aufzuerlegende 
Bedingung gefunden. Wir können sagen: Soll der Impulsvektor (^umd 
in der Normtd^ene e der Schwerpankisaxe enihalien sem, so mufs diese 
Ebene das reciproke Trägheitsellipsoid in einem Kreise schneiden; oder 
auch: Es mufs der ScJiwerpunkt auf dem in errichteten Lote zu einer 
der Kreisschnittebenen des reciproJcen TrägheifselUpsoides liegen. 

Dies ist die geometrische Formulierung der fraglichen Bedingung 
in derjenigen Form, welche ihr von Herrn Joukowsky (vgl. das Gitat 
auf p^. 378) gegeben ist. Herr Hefs drückt dieselbe Thatsache in 
analytischer Formulierung aus. Wir gelangen zu der letzteren, werin 
wir bemerken, dals die beiden durch gehenden Kreisschnittebenen 



r den unsymmetrischeii SreiBel. 381 

des reciproken TrägheitseUipsoidea (unter der Yorauasetztmg Ä^ B> G) 
durch die Gleichung gegeben werden 



(i-Ax>. 



Da nun der Schwerpunkt (g, ij, £) auf der Norraalei 
Ebenen liegen soll, so folgt die Proportion 
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von einer dieser 
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Dies sind die von Herrn Hefs angeg«benßn analytischen Bedingungen 
für die Möglichkeit seines Beweguugafalles. 

Der mechanische Charakter des He&'achen Bcwegungsfalles ist ein 
recht einfacher. Wir werden a«hen, dal's es sich dabei um die direkte 
Verallgemeinerung der bekannten Petuklbewegung des symmetrisclien 
Kreisels han<]elt. 

Wir denken uns zu dem Zwecke den Körper anfangs in stabiler 
Gleicbgewiehtalage, also die Schwerpmiktaaxe senkrecht nach unten ge- 
richtet und den Körper ohne Rotation. Darauf drehen wir die Schwer- 
punktsaxe um irgend einen Winke! aus der Vertikalen heraus und über- 
lassen den Körper dem Einfluß der Schwere, indem wir dafür sorgen, 
dafs zu Beginn der Bewegung entweder überhaupt keine Drehung vor- 
handen ist oder doch nur ein solcher Drehimpuls hinzugefügt wird, 
dessen Komponente um die Schwerpunktsaxe gleich Null ist, dessen 
Axe also in der Normalebene e der Schwerpunktsaxe liegt. Alsdann 
bleibt, wie wir gesehen haben, wenn noch die Bedingung erfüllt ist, 
dal's der Schwerpunkt auf einer der Kreisschnittnormalen des reciproken 
Trägheitaellipsoides Hegt, der Impuisvektor dauernd in der Ebene e 
tnthalten. 

Gehen wir nun von dem unsymmetrischen zu dem symmetrischen 
Kreisel über, so werden wir durch eben dieses Verfahren auf die gewöhn- 
liche oder sphärische Pendelbewegung geführt. Die Voraussetzung für das 
Eintreten der Pendeibewegung bestand in der That (vgl. pag. 215, Fig. 36) 
beim symmetrischen Kreisel darin, dal's die Komponente .^des Impulses 
in Richtung der Figurenaxe (welche beim symmetrischen Kreisel zugleich 
Schwerpunktsaxe ist), anfangs gleich Null war. Und zwar ergab sich 
die Bewegung des „gewöhnlichen" oder die des „sphärischen" Pendels, 
je nachdem wir den ruhenden Kreisel bei irgend einer Lage der Figuren- 
axe ohne tiinen Anatofs dem Einflufs der Schwere überlieiäen oder nach 
Hinzufüguug eines rein seitlichen Anstofaes, d. h. eines Drebimpulsea, 
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deBsen Axe senkrecht gegen die Figurenase gerichtet war und also in 
der Normalebene der Schwerpunktsase, d. i. in der Aquatorebene des 
Bjminetri sehen Kreisels lag. Alsd&im blieb der Impuls dauernd in der 
Aquatorebene enthalten, weil die Iinpulskoniponente N ihren Anfangs- 
wert dauernd beibehält, Oleichzeitig wird die Bedingung, welche 
wir im Falle des unsymmetrischen Kreisels hinsichtlich der Lage des 
Schwerpunktes hinzufügen mufsten, beim symmetrischen Kreisel tob 
seibat erfüllt, weil hier die Kreisschnitte des reciproken Trägheita- 
ellipsoides mit dessen Aquatorebene und die Schwerpunktaase mit der 
auf der Äquatorebene senkrechten Figurenaxe zusammenfallen. 

Wir können daher sagen: Der Hefs'seJic Fall der Kreiselbewegung 
äa/rf desJialb ein besonderes Interesse für sich beanspruchen, weü er die 
direkte VerallgerHeinerwig der ailieJcanntcn Pmdelbewegu/ng detrstellt. Dem- 
entsprechend werden wir im Folgenden diesen Fall kurz als den Fall 
des Hcfs'sdien Fertdels hezeichnen. 

Auch in quantitativer Beziehung besteht teilweise eiue direkte 
Identität zwischen der Bewegung des Hefs'schen Pendels und der Pendel- 
bewegung des symmetrischen Kreisels oder, was auf dasselbe heraus- 
kommt, der Pendelbewegung des einzelnen Masaenpunktes. Wir werden 
nämlich zeigen, dafs der Schwerpunkt des Hefs'schen Pendels allgemein 
Bti reden sich genau so bewegt ivie der Massenpunkt eines sphärischen 
Pendels. 

Zum Beweise schreiben wir uns die beiden allgemein gültigen Sätze, 
den Satz der lebendigen Kraft und den Impulssatz M^=const., in ge- 
eigneter Form bin. 

Wir drücken zunächst die lebendige Kraft 2" in zweckmäl'siger Weise 
durch die Impulskoordinaten au9. Dabei wählen wir zu Koordinaten- 
axen X, Y, Z, nicht, wie vorher, die Hauptträgheitsaxen. sondern die 
folgenden drei Geraden: die Z-Axe sei die Schwerpunktsaie OS, die 
J'-Axe falle mit der mittleren Hauptträgheitsaxe zusammen, die X-Axe 
sei die zu beiden senkrechte Gerade. In diesen Koordinaten muTs der 
Ausdruck der lebendigen Kraft die folgende Form annehmen: 



2T = 



--i-2XLN-\ 



wo B, i. und C durch die Massenverteilung des Körpers gegeben sind 
und insbesondere jß die Gröfae des mittleren Hauptträgbeitsmomentes 
bezeichnet. In der That ist ja die Fläche 27"^ 1 unser reciprokes 
Trägheitaellipsoid; es mufs sich also, wenn wir in der Gleichung dieser 
FJäche N= setzen, die Gleichung eines Kreises ergeben. Aus diesem 
Grunde haben die Glieder mit i" und M^ denselben Koeffizienten und 
föllt das Glied mit LM fort. Femer kommt auch das Glied mit Mlf 
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in Fortfall, weil die Y-Axe als Hauptträgbeitsaxe gewählt war and 
daher die „Trägheitsprodakte" in Bezug auf diese Äxe gleich Null sind 
(vgl. pag. 100). 

Aus dem Ausdrucke Ton T ergeben sich die Komponenten des 
Drehungavektors, welche in Bezug auf die Axen X, F, Z mit p, q, r 
bezeicimet werden sollen, nach der allgemeinen Regel von pag. 98 in 
folgender Weise: 



dT_ 



?r 



M 






N 



' dN ' 



Bei dem Hefs'scben Pendel {N^Q) haben wir t 



> speziell 



(1) 



P=i 



= AL. 



Der Satz der lebendigen Kraft nimmt daher unter den ■• 
dieses Paragraphen eingeführten Bezeichnimgen die Form an 
L'-\- M* 



Anfang 



(2) 



--{■ 2PooBfl- = 2/*, 



Wir berechnen ferner die Vertikalprojektion n des Impulses. Be- 
zeichnen wie pag. 17 c, c\ c" die Richtungacosinusae der Vertikalen 
gegen die Koordinatenaxen , so haben wir 

(3) « = ic+ Mc'-\-Nc', 

wobei sich nach pag. 19 c, c', c" durch die Eulerschen Winket 93, ^, ©■ 
folge ndermafsen ausdrücken: 

c = ain&sin9)j c' = sin # cos y , c"=cos#. 

Da überdies beim Hefs'schen Pendel N^O ist, so geht Gleichung (3) 
über in 

(4) » = sin 9 (L sin gj + ilf cos «p). 

Diese Gröfse ist nach unserem allgemeinen Impulssatze eine Konstante. 

Sodann ziehen wir die beiden kinematischen Gleichungen (9) von 

pag. 45 für ^' und ^' heran. Setzen wir darin für p und q die Werte 

aus (1) ein, so tauten dieselben 

J B'^' sin ■& ^ L sin. 91 -f- Jf coa ^j, 

\B^' = L cos ^ — M äütp. 

Die erste dieser Gleichungen liefert mit Rücksicht auf (4) 
(4'J B*'Bin»& = n. 



(5) 
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Ferner schlieTseo wir aus den beiden mit (5) ideutischeu Qleichungen : 

L <MB ip — M sinq) ^ Bf, 

Lixatfi -{- M cOB ip = - - j 
indem wir sie bez. mit 1 und — i multipÜKieren und addieren: 

(6) (^-■■")'~"- ''"°r."" . 

und indum wir aie; quadrieren und addieren 



Hit dem letzten Werte gehen wir in die Gleichung (2) der lebendigen 
Kraft hinein. Benutzen wir die Abkürzung m = cos #, so erhalten wir 

(8) {JB«7= 2ÄB(1 — M«) — 2Pm (1 - «») — «». 
Gleichzeitig geht Gleichung (6) über in 

(9) ■»♦'-T^' 

Diese beiden Gleichungen (8) und (9) enthalten bereits den Beweis 
der rorangestellten Behauptung. Sie sind nämlich mit den Gleichungen 
der Pendel bewegung identiuch, welche man aus den allgemeinen Integral- 
gleichungen (4), (Ö), (7) der symmetrischen Kreiselbewegung von pag. 222 
erhält, wenn man dort N ^0 setzt (und übrigens, um auch die Kon- 
stanten in Übereinstimmung zu bringen, Ä mit B vertauscht). 

Durch die Winkel i(f und # iat die Bewegung der Schwerpunkts- 
axe völlig bestimmt. Diese kann also nach den Gleichungen (f^) und (9) 
als bekannt angesehen werden. Um die Bewegung des Hefs'schen Pendels 
völlig zu beherrschen, müssen wir nur noch die Drehung des Kürpers 
um die Schwerpunktsase untersuchen. Diese ist nach Gleichung (1) 
durch r ^ XL gegeben. Es bietet sich nun zum Studium dieser Oröfse r 
der folgende elegante Weg dar. 

Wir wissen, daTs der Impuls J dauernd in der Kbene n, der NormtU- 
ebene der Schwerpunktsaxe, enthalten ist. In dieser Ebene denken wir 
uns in Gaufei scher Weise die komplexe Variable 

J=L-\-iM 
ausgebreitet. Das Verhalten diea«r Variabein wird dabei durch die 
Eulerachen Gleichungen reguliert, welche sich ohne Weiteres in eine 
einzige Differentialgleichung für unsere komplexe Variable zusammen- 
fassen lassen. 
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Da unsere Axen X, I', Z keiue HaupttriigheitsaieD sind, benntzen 
wir diejenige Form der Eulerscheii Gleicliungen, welche für jedes be- 
liebige Axenkreuz gilt, d. h. die Gleiehungen (3') von pag. 141: 



(10) 



di 



= rM—qN^K, 
qL—j}M-\-W, 



Hier haben wir für A, M, N die Komponenten des Schweremomentes 

nach unseren Koordinatenaxen X, Y, Z einzusetzen. Die GrÖfse dieses 

Momentes ist Psiuft, seine Richtung fällt in die Knotenlinie. Da 

letztere mit der X-Axe den Winkel <f, mit der F-Axe den Winkel 

Y + 9> einschliefst (vgl. Fig. 3 von pag. 18), so haben wir 

A = P sin # cos y ^ P l/l — M* cos tf> , 

M ^ — P sin fr sin gj = — P ^1 — w* sin p , 

N= 0. 

Die ßleickungen (10) nehmen damafhin, wenn wir noch für j), 
5, r die Werte aus (1) einsetzen und überdies, wie es dem Hefs'schen 
Falle entspricht, A' = machen, die Form an; 



(llj 



rfjlf 



während die dritte Gleichung identiach erfüllt ist. 

Die Gleichungen (11) multiplizieren wir nun mit 1 und i und 
addieren sie; dann fo^ 
AJ . 



(12) ~ + ULJ— P yi — m' e-'V = 0. 

Hier schreiben wir noch 



•■'+ 



h'+w^ 



und erset^tn L* -]- Jlf ' nach dem Satze der lebendigen Kraft (Gl. (2)) 
durch 2B(A — Tii). In ähnlicher Weise ergiebt sich aus (6) 
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Mithin geht Gloichung (12) in die definitive Form Aber: 



(13) 



[Tg" ^2 



'"• + 



t^J+iXBQ,-P«). 



Es ist diesee eine sogenannte BiecaÜsche Glcichatip, eine Differential- 
gleichung erster Ordnung zweiten Oradea. Die Eoe^izienteD dieser 
Gleichung kSnncn als bekannte Funktionen von t angesehen werden. 
Durch Gleichung (8) ist nämlich -jr als Quadratwurzel aus einem Polj- 
nom dritten Grades in u: 

dargestellt Hieraus folf^t t als ein elliptisches Integral: 

Umgekehrt ist also auch « und ebenso «' als Funktion von (, und 
zwar, wie wir im nächsten Kapitel (rgl. § 3) sehen werden, als soge- 
nannte doppcltperiudische Funktion von t bestimmt, 

Schliefslich ist es bequem, ron unserer Differentialgleichung erster 
Ordnung zweiten Grades zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ersten Grade» überzugehen, wie solches bei der Behandlung Uiccatischer 
Gleichungen allgemein üblich ist. Dies gelingt in unserem Falle durch 
die Substitution . , , , 

''—2 ~rt~> 

welche fflr den in Rede stobendeu Übergang typisch ist. In der neuen 
komplexen Variabein w geschrieben, lautet unsere Differentialgleichung 



<J»w 



+ rS^Pvi-.+''Blh-P.)u 



(14) 

Wir sind somit zu einer sogenannten linearen hotnogetien Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung mit doppeltperiodischen Koeffizienten gelangt. 
An diese hat die eingehendere analytische Untersuchung anzuknüpfen. 
Wir können dies nicht näher ausführen, sondern verweisen in der Hin- 
sicht auf die obeu citierte Arbeit von Herrn Nokrassoff. 

Ohne Benutzung der Gleichung (14) auf rein-geometrischem Wege 
ist der Hefs'sche Fall von Herrn Joukowaky in der oben genannten 
Note sehr eingehend studiert und durch ein Modell überzeugend er- 
läutert worden. Diesem Autor verdankt man auch neben anderen 
schönen Eesultaton die mitgeteilten Sätze Über die Schwerpunktsbe- 
wegung des Hefs'schen Pendels. 

Wir kommen nun zu dem zweiten der oben erwähnten partikulären 
BewegungBfiille , dem von Hm. Stande behandelten. Hon- Stande 
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findet, dafa hei einem schweren Kreisel von beliehiger MaaBenverteilung 
ftllcmnl einfach unendlich viele Bewegungen angegeben werden können, 
die aus einer gleichförmigen Rotation um eine im Körper feste, vertikal 
gestellte Axe bestehen. 

Wir wollen das Kestiltat von Hrn. Staude geometrisch aus der 
Impulstheorie ableiten. Es haiiMt sidi um die Frage, welche Äxen, 
vertikal aufgerichtet, als periaancnte Drüuixmt des allgemeinen Kretsels 
fungieren können. 

Wir richten unsere Auänerksamkeit auf die Lage des Impuls- 
Endpunktes im Körper. Soll der Drehungsvektor nach Richtung und 
Grolse im Räume und also auch im Körper konstant bleiben, bo mula 
auch der Impuls seine Gröfse sowie seine Lage gegen den Kreisel bei- 
behalten, weil ja der Vektor des Lnpulses ans dem Drehui^svektor in 
eindeutiger Weise abgeleitet werden kann. Das Kriterium für die 
Möglichkeit der einfachen Rotation um eine vertikale Axe wird also 
dieses sein, dafs der Endpunkt des Impulsvcktors im Körper eine feste 
Lage hat. (Im Räume beschreibt dieser Punkt alsdann natürlich einen 
Kreis um die Vertikale.) 

Der Endpunkt des Impulsvektors heifse J, der des Rotations- 
Vektors R. Die eventuelle Lagenänderung des Punktes J gegen den 
Körper rührt nun, wie schon beim Hefs'schen Pendel bemerkt, von 
zwei Umständen her, von der Schwerewirkung einerseits und von der 
instantanen Drehung des Kreisels andrerseits. Diese beiden Umstände 
müssen sich, wenn anders die Bewegung die voran Bgesetd.e Beschaffen- 
heit haben soll, gegenseitig kompensieren. 

Wegen der Schwere Wirkung wandert der Punkt /, wie oben betont 
wurde, im Räume gleichzeitig senkrecht zur Schwerpunktaaie OS und 
zur Vertikalen oder, wie wir im vorliegenden Falle auch sagen können, 
gleichzeitig senkrecht zu OS und OR fort. Wegen der instantanen Ro- 
tation des Kreisels würde der Punkt J, wenn er im Räume fest wäre, 
relativ zu dem Körper auf einem Kreise um die Vertikale herarageführt; 
der Punkt J wandert also wegen dieses Umstandes gleichzeitig senkrecht 
gegen OR und OJ. Sollen sich beide Verrücicungen aufheben, so 
müssen vor allem ihre Richtungen übereinstimmen. Es müssen also 
die drei Geraden OB, OS und OJ ein gemeinsames Lot besitzen, 
d. h, die drei genannten Riehtungen müssen in äner Ebene liegen. Wir 
sind somit auf dieselbe Bedingung wie im Falle des Hefs'schen Pendels 
(vgl. pag. 379) geführt. Die Folgerungen aber, die wir jetzt hieraus 
ziehen, sind dem veränderten Ausgangspunkte entsprechend von den 
früheren verschieden. Während die Forderung, dafs die Axeu OR, OS 
und 0/ in einer Ebene liegen sollen, beim Hefs'schen Pendel nur durch 
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Spezialisierung der Massen Verteilung zu erfüllen war, lärst sich dieselbe 
Forderung jetzt, da die Punkte R und J im Köqier fest liegen, bei 
beliebiger Massenverteilmig durch geeignete Auswahl von li befriedigen. 
Analytisch besagt unsere Bedingung, wenn wir wie gewöhnlich 
mit p, q, r boz, L, M, N die Koordinaten von Ji und J im Haapt- 
tmgheitskreuze bezeichnen, dafs die Gleichung bestehen muls; 

P, 1, r 
(16) L, M, N •=(). 

l, n, t 

Wir fassen diese Gleichung jetzt als eine Bedingung für die Lage der 
Drehungsaxe auf. Drücken wir noch L, M, N in bekannter Weise 
durch p, q, r aus, so sehen wir^ dafs die als permanente Rotati onsaxen 
in Fr^e kommenden Geraden auf einem Kegel eweilen Grcules liegen 
mßsseu, dessen Gleichung wir schreiben können: 

(16) {A~B)lpq-\-{B~C)lqr-\-{C-Ä)rirp^(). 
Geometrisch ist ein K^el zweiten Grades bestimmt, wenn wir 

fünf Strahlen desselben kennen. Solche fflnf Strahlen sind in unserem 
Falle leicht gefunden. Sicherlicli liegen die drei Richtungen OR, OJ, 
OS allemal dann in einer Ebene, wenn zwei von ihnen zuttammenfallen. 
Sollen OR und OJ zusammenfallen, so ist ihre gemeinsame Richtung 
eine Haupttriigheitsaxe. Also liegen die drei Haupttrilgheitsaxen auf 
unserem Kegel zweiten Grades. Soll OJ mit OS identisch werden, 
so liegt OR in einer ganz bestimmten Richtung OS', welche mit Hülfe 
des Trägheitaellipsüides leicht konstruiert werden kann und welche 
durch den Punkt mit den Koordinaten T' "ß' 7" l^'''*^"'''^^!^''^^' Also 
liegt auch diese Gerade und ebenso natürlich die Schwerpunktsaxe 
selbst auf unserem Kegel. Unser Kegel kann also aus den drei Haupt- 
trägheitsaxen, sowie den Geraden OS und OS' konstruiert werden; er 
ist bekannt, wenn die Massenvertrilung des Körpers gegeben ist 

Äufser der Richtung der beiden oben genannten Teilverrückungen 
des Punktes J muTs aber auch die Griifse dieser Vorrückungen Ohereln- 
atimmen und ihr Sinn der entgegengesetzte sein, wenn unsere Ilotations- 
flze permanent sein soll. Berücksichtigen wir dieses, so ergiebt sich 
die Oröfse der Winkelgeschwiniligkeit, mit welcher der Körjier um die 
fragliche Alte rotieren kann. Durch die Schwerewirkung wird dem 
Punkte J, wie wir wissen, in der Zeit dt die Verrückung 

(17) PBin#rf( 

erteilt. Infolge der instantanen Rotation, welche, im Sinne des Uhr- 
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Zeigers gerechnet, die Winkelgeschwindigkeit Q besitzen möge, wird ■/ 
mit der Geschwindigkeit 

— Q\J\aiatl/ 

relativ gegen den Körper fortbew^, wo il> den Winkel zwischen Ro- 
tations- und Impuls&se, \J\ die Länge des Impulses, mithin \J\ ein ^ 
den Abstaud des Punktes J von der Vertikalen bedeutet. Hieraus er- 
giebt sich während der Zeit dt die Verrlickung 
(17'} -Q\J\sinifät. 

Durch Vergleich der Ausdrücke (17) und (17') folgt die weitere 
Bedingungsgl ei chun g 
(18) n|JIsin^ = Psin*. 

Haben wir nun ii^end eine Erzeugende unseres Kegels als Rotattons- 
axe ausgesucht und mit ihrem einen Ende vertikal nach oben gestellt, so 
ist die Lage des zugehörigen Impulses J (d. h. der Winkel ilr) bestimmt 
und unabhängig von der dem Kreisel zu erteilenden Dreh gesch windig- 
keit ß. Die Gröfse des Impulses dagegen hängt nach der pag. lOl 
beschriebenen Konstruktion von der GrÖfee der Drehung ab und zwar 
wird einfach |./| = AQ, wo X einen positiven, von Q unabhängigen 
Proportionalitätsfaktor bedeutet. Gleichung (18) geht daher über in 
(18") XQ'smil;= Psinfr. 

Aus dieser Gleichung ist ß' für jede Ase unseres Kegels zu bestimmen. 

Dabei kann sich für Q* ebensowohl ein positiver wie ein negativer, 
d. h. für n ein reeller wie ein imaginärer Wert ei^eben. Die Strahlen 
(oder richtiger die Halbstrahleu) unseres Eegels zerfallen so in zwei 
Klassen, in „zulässige" and „unzulässige" Drehungsaxen. Nur die 
„zulässigen" Halhsfrahlen, deren Q reell ausfälU, höntien senkrecht in die 
Höhe gerichtet, permanente Axen tpirllidier Dreliangcti sein. 

Zunächst sieht man leicht, daEs zwei entgegengesetzte Halbstrahlen 
unseres Kegels, zu Rotationsaxen gemacht, entgegengesetzte Vorzeichen 
von Q* geben. In der That wird beim Übergang von einem HalV 
strahl zu dem entgegengesetzten auch die Richtung des Impulses mit 
der entgegengesetzten Richtung vertauscht. Es bleibt also auch sin ^ 
ungeändert, während die Schwerewirkung PsinO im Vorzeichen um- 
gekehrt wird. Ist also der eine Haüisirähl eine mdussige, so ist der ent- 
gegengesdzte eine umviässige Axe. (Eine Ausnahme würde nur bei den 
besonderen Werten Q* ^ und oo eintreten.) 

Sodann denken wir uns den zur Botationsaxe bestimmten Halb- 
strahl Buccessive längs der einen der beiden Kegelhälften entlang ge- 
führt. Das Vorzeichen von Q* ändert sich nur wenn sin * oder 
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sin (// Bich im Voraeicheu umkeliren. Erateres tritt ein, wenn wir den 
HalliBtrahl ilie SehworpunktBuxi; OS, letzteres, wenn wir ilin eine der 
drei Hnupttrögheit^axen passierim lassen. Hiernach wird die eine sowie 
die andere der Kegelluilftcn durch die HaupUrägheitsaxen und die Schwer- 
pimkfsaxe in vier Teilgebiete zerlegt, tvelche abtcechselnd zulässige und 
umulässige Drehangsaxen enthalten. 

Was die Übergangslageo (i(i = und # = 0) betrifft, bo wird 
nach Gleichung (18') im ersteren Falle Q ^ fx, im letzteren ß = 0. 
Die Rotation Null bei aufrechter Schwerpunktsaxe bedeutet natürlich 
nichts anderes wie die (stabile oder labile) Gleichgewichtslage des Körpers, 
Die unendlichen öeach windigkeiten um die drei Hauptträgbeitsasen 
leuchten ebenfalls ein. 

Die verschiedenen Ausartungen des Kegels (IG) sollen hier nicht 
vollständig besprochen werden. Wir verweisen in der Hinsicht auf die 
Staudesche Originalarbeit und erinnern Übrigens, was den symmetrischen 
Kreisel betrifft, an die Bemerkungen von pag. 333. Wir sahen dort, 
dai's beim symmetrischen Kreisel nicht oq', sondern oc* permanente 
Drebungsaxen möglich sind, tou denen die zulässigen, je nachdem ein 
verlängerter oder ein abgeplatteter Kreisel vorlag, das „untere" oder 
„obere HalbbUndel'' ausfüllten. Demeutap rechend wird unsere obige 
Gleichung (16) im Falle des symmetrischen Kreisels (-'1 = B, E = i)^0) 
identisch erfüllt. Dal's insbesondere die Figurenaxe bei jedem Wert von 
Q als Drehungsase permanent bleibt, geht aus (18) hervor, indem diecfe 
Gleichung bei aufrechter Figurenaxe (wegen # = 0, if» ^ 0) identisch 
befriedigt wird. — 

Zum ScbluTs wollen wir andeuten, wie man unserem Dafürhalten 
nach mit Benutzung der bisher gelösten Spezialfälle zu einer alJge- 
meinen qualitativen Kenntnis der Bewegung des unsymmetrischen Kreisels ' 
fortschreiten könnte. 

Durch die Untersuchung der genannten Spezialfälle, sowie durch 
die Kenntnis der symmetrischen Kreiselbewegung sind sozust^en einzelne 
Wege iu das unbekannte Gebiet des allgemeinen Kreiaeiß gebahnt, 
welche dieses in verachiedenen Richtungen durchqueren. Man sollte 
nun zunächst versuchen, von diesen gangbaren Strafsen aus, wenn auch 
nur ein kleines Stückchen, seitlich vorzudringen, indem man statt eines 
symmetrischen einen nahezu symmetrischen, statt eines Kowalevskischen 
einen nahezu Kowalevaki sehen Kreisel u. s. w. untersucht. Die Behand- 
lung dieser NachbarTälle lüfstsich. ohne Frage durch geeiguote Näberungs- 
prozease mit beliebiger Genauigkeit bewerkstelligen, falls die Abweichung 
von den bekannten Fällen nicht zu grol's ist und man die Zeit auf ein 
hegreaztes Intervall beschränkt. Dabei ist es keineswegs geboten, die 
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Näherungsmethode allemal in einer Potenzentwickelung zu suchen, z. B. 
bei dem nahezu symmetrischen Kreisel in einer Potenzentwickelung 
nach der als klein vorausgesetzten Differenz der Hauptträgheitsmomente 
Ä und B. Vielmehr wird jedesmal eine dem Falle eigentümliche und 
adäquate Näherungsmethode zu benutzen sein. 

Wenn wir so ein Urteü über den Sinn gewonnen haben, in welchem 
eine kleine Abweichung von den lösbaren Spezialfällen wirksam ist, 
würde es weiter darauf ankommen, die Verbindung herzustellen zwischen 
den verschiedenen bekannten Bewegungen bez. zwischen ihren Nachbar- 
fällen. Hierbei hätte man eine Art ItUerpolaMon vorzunehmen; man 
hätte Zwischenfölle der Bewegung einzuschalten unter der im allge- 
meinen fraglos zutreffenden Annahme eines kontinuierlichen Überganges 
zwischen je zwei Bewegungen. Als Schema für dieses Interpolations- 
verfahren können wir unsere anschauUche Behandlung des symmetri- 
schen Kreisels im Anfange des vorigen Kapitels empfehlen. 



Kapitel VI. 
Darstellung der Kreiselbewegmig darch ellipüselie Funktionen. 

§ 1. Die Riemanniiohe FlSohe (u, YÜ)- 
Während iinaer Hauptmk'ressti bisher auf das geometriache und 
mechanische Vcrständiiia der Kreiselbewegung gerichtet war, soll iu 
diesem Kapitel der Ton auf die analytische Seite unseres Problems ge- 
legt werden. Es ist unvermeidlich, dols die diesbezU glichen Entwick- 
lungen abstrakter ausfallen und von der Wirklichkeit des meebanischeu 
Vorganges zunächst weiter abzuliegen scheinen, wie die fiüheren, selbst 
wenn wir, was der Kürze halber geschehen muls, auf eine durchgängige 
Strenge und Vollständigkeit der funktionentheoretischen Betrachtungen 
Verzicht leisten. Im Folgenden soll die Mathematik nicht ausBchlier»- 
lich dem Int*resse der Mechanik thenen, sondorn es soll gleichzeitig 
die Mechanik zur Veranschaulichujig einer mathematischen Theorie, der 
Lehre von den elliptischen Funktionen, herangezogen werden. 

Dafs dieses möglich ist und dafs eine gegenseitige Befruchtung 
zwischen Anwendung und TheoriL' thatsäehlich stattfindet, ist ein sehr 
bemerkenswerter Umstand, auf den wir zunächst die Aufmerksamkeit 
lenken möchten. 

Ohne Frage ist es vom mechanischen Standpunkte aus natürlicher, 
die Bewegung dadurch zu besehreiben, dafs wir die Lagenkoordinaten 
des Kreisels, zunächst also etwa die Grölse u, in ihrer Abhängigkeit 
von der Zeit darstellen, statt wie bisher die Zeit und die ülirigen Lagen- 
koordinaten als Funktionen von u aufzufassen. Wenn wir uns so aus 
mechanischen Gesichtspunkten hernus die Aufgabe stellen, die funktionale 
Abhängigkeit zwischen i und m „umzukehren", so werden wir höchlichst 
überrascht sein, zu sehen, wie dieselbe Aufgabe auch vom rein mathe- 
matischen Standpunkte aus das gröfste Interesse besitzt. Auf unserem 
bisherigen Niveau, wo wir i als Funktion von « berechneten, bewegen 
sich die älteren Arbeiten über die Theorie d<r eüiptiseJien Integrale, 
namentlich die von Legendre. Der grofee Fortschritt aber, welcher 
auf diesem Gebiet durch Abel und Jacobi erzielt worden ist, beruht 
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weaentlich auf dem eben angedouteten TJtHkfkrgedanken, auf dem ühcr- 
gmtge von ifeii elliptisckeii Jnkj/ralm zu den sogenannten dliptiscfttn 
Funktionen. Wir begegnen da einem merkwürdigen Zusammeuwirken 
von Theorie und Praiie, sozusagen einer priistabüicrten Hamutnie 
Kwisclien reiner und angewandter Mathematik, die sich zum Wohle 
beider in der Geschichte unserer Wissenschaft fortgesetzt geltend ge- 
macht hat. 

Unter demselben Gesichtspunkte wollen wir sodann die Bedeutung 
unserer Drehungsparameter a, ß, y, 6 ftlr die folgenden Ent Wickelungen 
betonen. Diese Gröfsen waren uraprüu.glich im kinematischen Interesse 
eingeftihrt, um tue Formeln der Drehungstransformation nach Möglich- 
keit zu vereinfachen. Es wird sich mm im Folgenden zeigen, dali die- 
selben Gröfsen eine mindestens ebenso grol'se Vereinfachung für die 
analytische Weiter fQhrung des Problems mit sieh bringen, und daTs 
gerade diese Parameter es sind, welche man, ausgehend von der Theorie 
der elliptischen Funktionen, vor allen anderen bevorzugen mlifate. 

Andererseits wird durch die elliptischen Fimktionen auch die 
praktische Seite unseres Problems gefordert, insofern wir (vgl. § ü) 
aus dieser Theorie die vollstÜndigaten und einfachsten Formeln zur 
numerischen Berechnung der Krei seibahnen entnehmen werden, welche 
uns bei nicht (Ibertrieljcner Genauigkeit mit wenigen trigonometrischen 
Gliedern auszukommen gestatten. 

Der erste Sehritt zur aualjtischeu Vertiefung unseres Problems ist 
der, dal's wir den vorkommenden GrÖfaen prinzipiell kompleji: Werte 
beilegen. Es gilt hier, wie in so vielen Fällen, die Bemerkung: dalä 
analytische Verhälhiisse, die bei der Beschränkung auf das Reelle un- 
übersichtlich scheinen, sich sofort aufklären, wenn wir in das komplexe 
Gebiet übergehen. 

Wir setzen also 

» - », + ,\ 

und stellen die Werte von u nicht mehr- auf einer Geraden, sondern nach 
dem Vorgange von Gauls (bez. Argand) in einer Ebene dar. Da man 

in der Funktionentheorie »( ^ oo als einen Wert ansieht, gleichviel oh 
es sich um ein Unendlich wer den des reollen oder des imaginären Bestanil- 
teils oder beider gleichzeitig handelt, so fulät man bekanntlich auch das 
Unendlicb-Fenie der Oaufsischen Ebene als einen einzelnen Pttnki*) auf. 



•) Vgl. z. B. H, Burkhardt: Einfahrang in die Tlieorie der analytischtn 
Funktionen, Leipzig IBÜT. Wir verweiseu den Leser auf diesea Buch bezüglich 
aller derjenigen fuuktioDeiitheuretigcbeii Angaben, welche im Text nicht auH- 
führlicb genug erlilutert werden konnten. 
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Hierdiircli erreicht man, dal'a zwischen den Werten von M und den 
Punkten der Ebene ein emdeutig-umkehrbares Entsprechen stattfindet. 

Die Vorstellung der Gaußischcn Ebene genagt aber für unsere 
Zwecke noch nicht; wir müssen dieselbe erweitem zu dem Bilde einer 
sogenannten liiemannschen Fläche. 

Wir haben ja bei unseren Integmlausdrllcken die beiden Greisen 
u und yU immer gleichzeitig zu betrachten. Zu jedem Werte von u 
gehören zwei Werte von VU, welche sich durch ihr Vorzeichen unter- 
scheiden. Um dieae gut auseinander zn halten, werden wir uns die 
Gaufaiache Ebene dopjielt üherikckt denken, ebenso wie wir uns schon 
früher die u-Ase doppelt zeichneten. Je nachdem wir Yü mit dem 
einen oder anderen Vorzeichen rechnen, befindeu wir uns dann in dem 
einen oder in dem entsprechenden Punkte des anderen Exemplarea der 
«-Ebene. Wir unterscheiden die beiden Exemplare als oberes und 
unteres Matt. 

Die beiden entgegengesetzten Werte ron VD" fallen nur dann zu- 
sammen, wenn ?7=0 oder 17= do wird. Die Stellen, wo dieses ein- 
tritt, haben wir schon im vierten Kapitel kennen gelernt. Es sind die 
auf der reellen Axe gelegenen Punkte u ^ e, e', e" und (x>. Denken 
wir uns an diesen vier Stellen die beiden Blätter zusammengeheftet, 
80 gehört jetzt zu jedem Paare entsprechender Werte von »4 und yjj 
nur ein Punkt der Doppel ebene und umgekehrt. Die Punkte der 
Doppelebene und die Wertepaare (;*, yU) sind also in derselben Weise 
ein-eindaitig zusanuncngeordnet, wie die Punkte der Gaulsischen Ebene 
und die Werte von «. 

Die Art des Zusammenhanges zwischen dem oberen und dem 
unteren Blatt an den Stellen e, e', e" und co bedarf dabei allerdings 
noch der besonderen Untersuchung. Man darf nicht, wie es wohl am 
nächsten liegt, die beiden Blätter in jenen vier Punkten einzeln anein- 
ander befestigen und im Uhrigen schlicht übereinander herlaufen lassen, 
wenigstens dann nicht, wenn man verlangt, dafa die Zuordnung zwischen 
den Punkten der Doppelebene und den Wertepaaren (it, YÜ) eine 
kontinuiertiche sein soll. 

Betrachten wir z. B. den Punkt w ^ e und umschreiten wir ihn 
auf einem kleinen Kreise entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, Die 
vorher genannte Befestigungsart der beiden Blätter wäre nur dann an- 
gezeigt, wenn wir, mit einem Wertepaare («, VP) beginnend, nach 
der Durcblaufung des Kreises zu demselben Wertepaare (m, Y^) zu- 
rückkehren würden. Wir werden aber durch die folgende Betrachtung 
zeigen, dafa wir in dem entgegengesetzten Wertepaare {«, — Y^) 
endigen, 



S 1. Die Riemuuuehe fl&elie («, V'tT)' 3^3 

Analytisch bedeutet die Durchlaufuiig unseres Kreiaes, dafs wir 
M — e = i/ev 
setzen und bei festgehaltenem (i den Winkel (p um 2a wüclmeii lassen. 
Nun haben wir 

und also 

(1) 



YU= y^e' yViu - ,■') {.* - e") . 

Hier können wir uns p so klein gewählt denken, dafa in der letzten 
Gleichung die Grölsen unter der Quadratwurzel bei Umschreitung des 
Kreises sich beliebig wenig verändern. Insbesondere soll unser Kreis 
in seinem Innern natürlich keinen der Punkte e', e" enthalten. Lassen 
wir jetzt tp um 2;r wachsen, so ändert YU sein Vorzeichen. Wir ge- 
langen also bei unserem Umlauf von dem einen Bktte in das andere. 

Um dieser Thatsache Rechnung zn tragen, müssen wir uns folgende 
Vorstellung über den Zusammenhang der beiden Blätter bilden. Wir 
müssen uns denken, dafs von dem Punkte u ^ e eine Linie ausläuft, 
bei deren Überschreitung man aus dem einen in das andere Blatt hinein- 
gelangt und dafs aich beide Blätter längs dieser Linie durchdringen. 
Dasselbe gilt von den Punkten c', e", c». Dementsprechend beschreiben 
wir den Zusammenhang der beiden Blätter am besten folgen de rmafa en : 
Wir denken uns die beiden Blätter zunächst schlicht übereinander ge- 
legt und schneiden sie beide längs der reellen Aze etwa von e bis e' 
und von e" bis cc auf. Die freien Kanten heften wir wechselweise 
zusammen, so dafs immer eine Kante des oberen mit der gegenüber- 
liegenden Kante des unteren Blattes verbunden wird. Dann haben wir 
in der That den gewünschten Zusanunenhang. 

ÄllertUngs müssen wir hierbei die nicht ganz bequeme Thatsache 
mit in Kauf nehmen, dafs sich nach der Zusammenheftung wie gesagt 
die beiden Exemplare der w-Ebene längs der Strecken ee' und e"oo 
gegenseitig durchdringen. Man bemerke aber, dafs diese Un Vollkommen- 
heit des geometrischen Bildes nur durch die Beschränktheit unserer 
dreidimensionalen Raum Vorstellung bedingt wird. Hätten wir eine 
Dimension mehr zur Verfügung, so könnten wir die in der erforder- 
lichen Weise zusammengehefteten Blatter ohne Durchdringung so neben- 
einander herlaufen lassen, dafs sie lediglich die Verzweigungspunkte 
gemeinsam habeu. 

Die Durchdringungsknrven, auf deren ßestalt es nicht wesentlich an- 
kommt ■ — bei unserem Verfahren sind es Stücke gerader Linien — nennen 
wir VerewdgvjigsHnien , sowie wir ihre Endpunkte, die Stellen e, e', 
e", <x>, bereits früher als Verzweigurtgsputikte bezeichneten. Das Ge- 



DuateUmiK der Kreüe}bewegung durch elliptiicha Fnnktionen. 

H&intbild der hiei-niit gewonnenen geometrischen VorBtellungen lieiTst 
nach Beinern Schöpfer oiue Riemanmc/ie Fläche. Wir sprechen ktira 
von der ßieiuanuschen Fläche (w, Yü^)- 

Wir haben uns jetzt genauer aul" unserer ßiomannschen Flache zu 
orientieren. Zanücbst setzen wir über die gegenseitige Lage von c, 
f.', c" fest, dafs 

— 1<c<r'<4- 1 <e"<+ «j 

sei, was nach Figur 38 von pag. 220 der Annahme P>0 entspricht. 
Sodann werden wir, ähnlich wie man die tiaufsiaoho Ebene je aacli 
dem Vor/.eichfn des imaginären Teiles von u in eine positive und eine 




negative Halbebeno zerlegt, auf unserer Riemannschen Fläche vier 
solche Halbebeiien unterscheiden, welche wir in Fig. 50 schematiach auf- 
zeichnen und benennen wollen. Die beiden positiven Halbebenen soUen 
dabei durch Schraffierung von den beiden negativen kenntlich gemacht 
werden. Die Pfeile deuten an, wie die einzelnen Stücke der reellen 
Axe in unseren vier Halbebenen nach der Zusammenheftuug aneinander 
hängen. 

Wir tragen in diesen Figuren die Werte von y U längs der reellen 
Axo ein, wobei wir in einem Punkte der Fläche das Vorzeichen von 
yWaach Willkdr wählen können. Für alle übrigen Stellen ist ulsdaan 
yij durch die Forderung der Kontinuität eindi'utig bestimmt. Wir 
wollen etwa für irgend einen Punkt zwischen e und e', wo ja yu etwas 
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Reelles bedeutet, festsetzen, dafa der positive Wert der Quadratwurzel 
der positiven oberen Halbebene zugehören soll. Dasselbe Vorzeichen 
gilt dann Oberhaupt zwischen e und e' an der Grenze der positiven 
oberen Halbebene. Wir schreiben also hier den Wert +|VC^j an. 
Denselben Wert erhält die negative untere Halbebene zwiacheu e und 
ß', weil ja diese längs ee mit der positiven oberen Halbebene zu- 
sammenhängen sollte. Der Wert — ] YW\ kommt alsdann dem Stücke 
ee der negativen oberen und positiven unteren Halbebene zu. 

TJm entsprechende Angaben für die anderen Teile der reellen Äxe 
machen zu können, gehen wir z. B. um den Punkt e in der positiven 
oberen Halbebene auf einem Halbkreise entgegen dem Sinne des Uhr- 
zeigers herum, wobei wir von einem Punkte zwischen e und e' ausgehend 
in einen Punkt zwischen — oo und c gelangen. Nach Gleichung (1) 

nimmt yU hierbei den Faktor e* ^ -{-i an. Wir schreiben also an 
die reelle Axe zwischen — oo und e im positiven oberen Blatte, ebenso 
wie in dem mit ihm zusammenhängenden negativen oberen Blatte, den 
Wert +i|l/[7| an. In solcher Weise fortfahrend vervollständigen 
wir die Benennung der einzelnen Intervalle. 

Der Vergleich mit Fig. 38 (P > 0) zeigt, dafs unsere früheren 
Angaben mit den jetzigen Ergebnissen für die Begrenzungen der posi- 
tiven oberen Halbebenen übereinstimmen. Die frühere Figur stellt ein- 
fach einen Schnitt dar, welcher parallel zur reellen Axe, ein wenig 
nach der Seite der positiven Halbebenen verschoben, durch die Hie- 
mannacbe Fläche hindurch gelegt ist. Der Unterschied ist nur der, dafe 
die hin zugeschriebenen Werte von YU früher bei der Beschränkung 
auf reelle Variable als willkürliche Festsetzungen erschienen, während 
sie jetzt nach willkürlicher Festlegung des Vorzeichens in einem Punkte 
der Fläche für alle Übrigen mit Notwendigkeit folgen. 

§ 3. Verhalten der eUiptiBChea Integrale auf der Biemannschen Fläche. 

Wir müssen nun das Verhalten der elliptischen Integrale auf unserer 
Rieraannschen Fläche prüfen. Dabei werden wir im Allgemeinen als 
bekannt voraussetzen, was man unter einem auf komplexem Wege ge- 
führten Integral versteht; auch werden wir gelegentlich den Cauchy- 
Bchen Satz nicht entbehren können, welcher auss^, unter welchen 
Umständen zwei verschiedene Integrationswege, die denselben Anfangs- 
und Endpunkt verbinden, den gleichen Integralwert ergeben.*) 



•) Vgl. H. Butkhardt, 1, ■ 
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Wir betrachten zunächst das „Inte^al erster Gattung" 

J Vü 
und wollen zeigen, daPs ihm die von Uiemann horrQhrendG Bezeich- 
nung eines „i&eraü emüicheii Integrales" zukommt. 

Wie bekannt, kann ein Integral bei endlicher Länge dos Int«gra- 
tionswegee nur dann unendlich werden, wenn der Weg über eine Un- 
endlichkeitaatelle des Iiitegranden herüber erstreckt wird und die Ord- 
nung des Unendlich Werdens nicht kleiner ist als 1 . In unserem Falle 
sind die Un endlich k ei ts stellen des Integranden mit den Null stellen 
von U, d. h. mit den Ve rz w ei gungs punkten e, e', e" identisch; und 
zwar betrat die Ordnung des TJu endlich Werdens im Integranden -^ • 
Infolgedessen wird unser Integral endlich hletben, auch wenn wir 
seine obere oder untere Grenze mit einer dieser Stellen zusammen- 
fallen lassen. 

Ferner ist aus der Integralrechnung bekannt, dafa ein Integrations- 
weg ins Unendliche ausgedehnt werden kann, ohne dal's das Integral 
seinen endlichen Sinn verliert, wenn der Integrand im Unendlichen 
von höherer als der ersten Ordnung verschwindet. In unserem Falle 
verschwindet aber yU für u = rx wie m~'/.. Mithin bleibt unser 
Integral auch im unendlichen endlich. 

Weim wir also irgend einen Punkt auf der Riemannschen Fläche 
als untere und irgend einen als obere Grenze unseres Int^rales wählen 
nnd beide durch ij^end einen Weg verbinden, welcher die Verzweigungs- 
punkte eventuell eine (endliche) Anzahl von Malen umschlingen kann, 
so hat das so entstehende Integral allemal einen endlichen Wert. Die 
Bezeichnuny „überall endliches Intetfral" ist danach gerechtfertigt 

Insbesondere wollen wir diejenigen Integralwerte betrachten, welche 
einem vollen Umlauf um ein Paar der Verzweigungspunkte entsprechen. 
Wir bezeichnen diese hm-zweg als die Perwwfe« des eUiptisdien IntegrcUs. 
Gehen wir z. B. irgendwie um die Verzweigungspunkte ce' im oberen 
Blatte der ßiemannschen Fläche und zwar in solchem Sinne herum, dafs 
wir die Verzweiguugslinie ce' zur Rechten haben, (Vgl. hier und im 
Folgenden Fig. 60.) Nach dem Cauchyscben Satze liefern alle solchen 
Umläufe denselben Wert des Integrals. Insbesondere können wir daher 
den Integrationsweg auf die Verzweigiingslinie cc' zusammenziehen. 
Thun wir dieses, so haben wir erst von e nach e' an der Grenze der 
positiven oberen und dann von e' nach e an der Grenze der negativen 
oberen Ilalbebene entlang zu integrieren, was beidemal zu demselben 
Integralwert, nämlich dem uns von früher her bekannten Werte ra fQhrt. 
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Jedem einmaligen vollen Umlaufe um die Verzweigungspunfcte ee', 
ausgefUlirt im oberen Blatte und in dem angegebenen Sinne, entspricht 
daher eine Vermehrung von / um „die erste Periode" 2ra. Ea ist 
klar, dafs bei Umkehrung des Umlaufsinns oder bei Verlegung des 
Integrationsweges in das untere Blatt, der so entstehende Integralwert 
— 2io sein wird. 

Jeder Inte-grationsweg, der die Punkte ee' umschliefst, kanu aber 
auch als ein Umlauf um die beiden anderen Verzweigungspunkte e" <x 
aufgefal'st werden. Jedem solchen Umlauf (insbesondere also auch einem 
auf die reelle Äse von e" bis oo zusammengezogenen Wege) entspricht 
daher bei richtiger Fixierung des Siuses derselbe Integralwert 2io. 

Femer können wir um die Punkte oo e bez. e' e" einen Umlauf 
vornehmen. Je zwei solche Umläufe geben bei richtiger Fixierung 
des FortschreitungBsinnes ebenfalls dasselbe Integratiousresultat. Es 
genügt daher etwa den Umgang um die Punkte rxi e za betrachten, 
welchen wir uns teils in der n^ativen unteren, teils nach Pasaierung 
des Verzweigungsschnittes ce' in der positiven oberen Halbebene vor- 
genommen denken und zwar in solchem Sinne, dafs die Linie <xi e 
beständig zur Linken liegt. Der Wert dieses Integrals ist ersichtlich 
das Doppelte desjenigen Integral wertes, den man erhält, wenn man von 
dem Verzweigungspunkte e an der Grenze der positiven oberen Halb- 
ebene nach — r» hin fortschreitet. Dieser Wert wurde pag. 263 mit 
im' bezeichnet; seine Berechnung liefs sieh ebenso bewerksteUigen wie 
die Berechnimg von to. Mithin wird „die zweite Periode" unseres 
Integrales, welche einem Umgänge um eins der Punktepaare oo e oder 
e'f" entspricht, gleich 2i(o', 

Li der folgenden Figur stellen wir die bisher betrachteten Inte- 
grationswege und die zugehörigen Integralwerte schematisch dar. Der 




gemeinte Sinn ist je durch einen Pfeil markiert; die Integrationswege 
sind punktiert wo sie im unteren, ausgezogen wo sie im oberen Blatte 
verlaufen. 

Auf die beiden Perioden 2a und Stm' lassen sich die Integrale, 

welche einem beliebigen in sich zurücklaufenden Integrationswege ent- 
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sprechen, zurückftihren. Der allgenielne Werl eims solcjim Inh-ffrais, 
welcher auch „die allgenieine Periode" von t lidfst. wird daher 

2mta-\-2im'ta'. 
Die (positiven oder negativen) ganzen Zalilen m und m' bedeuten dabei 
einfach die Anzahl der (rechtaläuligen oder linksläufigen) Umgänge des 
Integrationswegea um die Strecken ee' und e"i3o. 

Geben vrir in unserem Integrale nur die obere und untere Grenze 
als Punkte der Riemannschen Fläche an, indem wir dip Gestalt des 
Integration» weges auf sich berulien lassen, so ist der Wert von /, ent- 
sprechend dem angegebenen Werte der allgemeinen Periode, nur bis 
auf MulHpla von 2oj und 2(to' besHmml. Ziehen wir dagegen nur 
Punkte einer unserer vier Halbebenen in Betracht und fügen die Be- 
schränkung hinzu, dafs auch der Integratioiisweg ganz in dieser Halb- 
ebene verlaufen soll, ao ist der Wert von t (nach dem Cauchyschen 
Satze) durch Angabe der oberen und unteren Grenze eindeutig fest- 
gelegt. — 

Wir gehen nun zur funktionentheoretischen Untersuchung der 
anderen elliptischen Integrale über, welche uns bisher vorkamen, zu 
den Gröfsen ^, ip und namentlich zu den a, ß, y, d. 

Im Gegensatz zu t sieht man, dafs ^ nicht ausnahmslos auf der 
Riemannschen Flache endlich ist. Die Verzweigungspunkte e, e', e", ao 
geben allerdings auch hier, aus denselben Grttndeu wie oben, zu keinem 
Unendlich werden Anlals. Der Integrand von it wird femer aber un- 
endlich för « = + 1 und zwar von der ersten Ordnung. Hieraus er- 
gehen sieh, wie wir sehen werden, för das Integral logarithmische Un- 
stet igkeiten. 

Betrachten wir z. B. den Wert u ^ + 1 . In dem Integrale 



=/i 



vi (1 - tt») -/Ü 

setzen wir überall m == 1 auJser in dem das Unendlichwerden bedingen- 
den Faktor 1 — «, wobei wir für U den pag. 225 angegebenen Wert 
— -j-j (N — «)^ zu benutzen haben; dann wird 






rlog(l- 



»)■ 



Diese Gleichung giebt eine angenäherte Darstellung für das Verhalten 
der Gröfse ([• in der Nähe derjenigen beiden Stellen, an denen auf der 
Riemannschen Fläche der Wert n = 1 stattfindet; sie zeigt, dafs hier V 
in der That logaritlimisch unendlich wird. Der „Multiplikator des Un- 
endlich Werdens", wie wir die den Logarithmus multiplizierende Konstante 
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i dem einen Blatte gleich - 



in dem 



i wollen, wird dabei 
anderen 'gleich + -r- ■ 

Ganz dieselbe Überlegung zeigt auch, dala ip an den beiden Stellen 
M ^ — 1 mit dem Multiplikator + y logarithmisch unendlich wird. 
Berücksichtigen wir überdies, dafe eich nach pag. 237 der Winkel tp 
beim Kugelkreisel ganz ebenso verhält wie il>, so können wir aagen: 

IHe Eulerschen Winkel ip und V werden auf unserer Biemannschen 
Fläche in vier Punkten logarithmisch uttendlich, nämlich an den Stellen 
w ^ + 1 im oberen und unteren Bltttte, und zwar mit einem Multt- 
plikator, welcher für die öfter einander gelegenen Punkte der beiden Blätter 
je entgegengesetele Werte annimmt und iäm-aü den absoluten Betrag ^- liat. 

Die Theorie der elliptischen Integrale kennt aber noch einfachere 
iogarithmiach unendlich werdende Integrale, nämlich solche mit nur 
zwei logarithmischen Uuendlichkeitsatellen. Man bezeichnet diese als 
Integrale dritter Gattung und benutzt sie, um solche mit mehr Unstetig- 
keiten auB ihnen linear zusammenzusetzen. So haben wir in der That 
bereits pag. 268 unser ([- als Summe zweier Integrale dritter Gattung, 
der sog. Legendreschen Normalintegrale n dargestellt. 

Für die weitere analytische Behandlung sind daher jedenfalls die 
Eulerschen Winkel nicht die einfachsten analytischen Elemente. Es 
zeigt sich aber, dafs unsere Parameter a, ß, y, 6 solche in einfachster 
Weise liefern, dafs tUimlich die Gröfsen log a, log ß, log y, log S direkt 
elliptische Integrale dritter Gattung sind. 

Nehmen wir zunächst den Ausdruck für log a aus Gleichung (8) 
von pag. 238 auf: 

= f -AVÜ+Hn + S^ du. 



loga = 



3^c« + i) VU 

Hier ist der Faktor (m — 1), der in ^ auftrat, aus dem Nenner ver- 
schwunden. Auch der Faktor (m -|- 1) bewirkt ein Unendlich werden 
von log « nur in einem der beiden Blätter, Wie wir eben sahen, wird 
nämlich för « ^ ^ 1 ; 

Ä^Ü=-(N-\-ny, 

also nach den in Figur 59 enthaltenen Festsetzungen 

A yU== -j- i\N-\-n\ im oberen Blatte, 
AYü=^ — i\N+n\ im unteren Blatte. 

Um uns bequem ausdrücken zu können, wollen wir für das Folgende 

annehmen, dafs 

N>n>0 
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sei. Älad&nn bedeuten die in den eben angegebenen Werten von 
AyU vorkommenden absoluten Beträge |Jr-(-n| bez. \J!f — n[ das- 
selbe wie {N + ») bez. {N — n). Der Zähler des Integranden von 
log tt wird daraufhin für u ^ ^ 1 
gleich + i(« + JO + '(m + -^ = 2i (m + iff) im oberen Blatte, 
gleich — »(« + Jf) -I- i(« + iV) =- im unteren Blatte. 
Im unteren Blatte hebt also das Verschwinden des Zählers das gleich- 
seitige Verschwinden des Nenntrs auf, so dafa hier iog a endlich bleibt. 
Im oberen Blatte dagegen wird, wenn wir aufser in dem Faktor (u -\- 1) 
überall w = - — 1 setzen, nahorungsweise: 

'°8«-/rT; = '°K <' + "'■ 

Im oberen Blatte besitzt also log a einen logarithmi sehen Unendlich- 
keitspunkt. 

Da nach einem allgemeinen Gesetz bei den Integralen algebraischer 
Funktionen logarithmische Un Stetigkeiten immer paarweise auftreten 
müssen, so werden wir noch nach einer zweiten Unendlichkeitestellfl 
von log IT suchen. Diese liegt bei u '^ fx>. Machen wir nämlich, wie 
dies bei der Untersuchung des Unendlich fernen üblich ist, die Sub- 
stitution V ^ — , so ergiebt sich ffir c ^ näherungs weise: 

log a = - y j^ = — log /« = log V«. 

Die zweite logarithmische Uuendlichkeitsstelle von log« liegt also 
im Unendlichen. An den übrigen Verzweigungspunkten bleibt dagegen 
log a wieder endlich. 

Dieselben Überlegungen zeigen, dafs auch die Grölsen log ß, log y, 
log S nur je zwei logarithmische Unendlichkeitsstellen besitzen, die eine 

_„. -iß! ..., 



!^ 



Plg. Clb, 

im Unendlichen, die zweite bei « = + 1 im oberen oder unteren Blatte. 
Wie sich die Unendlicbkeiteatellen auf die vier Punkte M ^ + 1 ver- 
teilen, stellen wir durch das Schema der Figur flla dar, welches 
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wiederum einen Ausschnitt aus unserer Riemanii sehen Fläclie darateilt 
und welches auf Grund der oben gemachten Festsetzung JT > « > 
entworfen ist. Bei finer anderen Ämiahme über Vorzeichen und öröfscn- 
verhältuis von N und « vertauscken sich unsere vier Unendlichkeits- 
atellen in leicht angebharer Weise. So entspricht z. B. daa Schema b 
der Annahme > ?r> n. 

Somit haben wir bewiesen: 

Die Logarithmen unserer Parameter a, ß, y, Ö sind elUptischc In- 
tegrale, welche nur an zwei Stellen, der Riemannschen FUicfie logarithmisch 
unendlieii uierden, nämlich heu. in einem der vier Funkle m ^ -|- 1, 
sowie im Fuiücte oo; diese Logarithm-en sind also direkt eUiptische Inte- 
grale äriiter Gelang. 

Damit sind aber die eigentümlichen Vorzüge unserer Parameter 
noch nicht erschöpft. Wir richteten bereits bei dem Integrale ^ unsere 
Aufmerksamkeit auf den Multiplikator, mit welchem der unendlich 
werdende logarithmische Term behaftet ist. Von diesem hängt der 
Zuwachs ab, um den sich das Integral bei einem Umlauf um die frag- 
liche Uneudlichkeitsstelle additiv vermehrt. Unter den Integralen dritter 
Gattung besitzen nun diejenigen einen besonders einfachen fimktioncn- 
theoretischen Charakter, bei welchen dieser Zuwachs, in sogleich noch 
näher zn definierender Weise berechnet, gleich +2«/ wird. Es ist 
daher berechtigt, solche Integrale durch den besonderen Namen Normal 
integrale dritter Gattung auszuzeichnen.*) Dabei bemerken wir, dafs 
Legendre die Normierung seiner Integrale dritter Gattung von einem 
anderen, mehr formalen Gesichtspunkte aus getroffen hat, dafs also 
die pag. 2(>7 erwähnten Legendreachen Normalintegrale keine Normal- 
integrale in unserem jetzigen Sinne Bind. 

Um die Definition der Normal in tegrale dritter Gattung präciser 
angeben zu können, müssen wir zunächst erklären, was wir unter einem 
„positiven" und was wir unter einem „geschlossenen" Umlauf um 
einen Punkt unserer Riemannacheu Fläche verstehen wollen. 

Wir setzen, je nachdem es sich um einen im Endlichen gelegenen 
Punkt u = a oder um den unendlich fernen Punkt u == na handelt, 
entweder u — a = pe'* oder u = — und v = ge'f. Darauf lassen 
wir bei festgehaltenem genügend kleinem p den Winkel qi in beiden 
Fällen von Null ans nach der positiven Seite hin wachsen. Dadurch 
ergiebt sich in der «Ebene und auf der Riemannschen Fläche ein 



*) Die Wichtigkeit dieser Normierung wird von Jacobi gerade nn dem 
spiel des KreiaelB auBeinandergeaetzt. Vgl. seine Auaföhrungen Qber den Di 
det Integrals dritter Gattung. Ges. W. B. II pag. 477 o. ff, 
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Weg, Ton welchem wir sagen, dafa er um deu Punkt « ^ o bez. 
u = c» im positiven Sinne herumläuft. Diesen positiven Umlauf seteeu 
wir, je nachdem es sich um einen gewöhnlichen Punkt der Kiemann- 
scben Fläche oder um einen Verzweigungspunkt handelt, solange fort, 
bis der eben definierte Winkel tp den Wert 2a oder 4x erreicht hat. 
In der !(-Ebeue umkreisen wir dann im ersten Falle den betreffenden 
Punkt einmal, im zweiten Falle zweimal. Auf der Riemannschen Fläche 
laufen wir aber in beiden Fallen nur einmal um den Punkt herum, 
da bei einem Verzweigungspunkte erst zwei Umgänge in der u- Ebene 
zu dem Ausgangspunkte auf der Riemamischen Fläche zurUckführen. 
In beiden Fällen sprechen wir daher Ton einem einmaligen, auf der 
Riemamischen FUkJte geschhsseneti Umlaufe. 

Die genaue Definition der Normalintegrale dritter Gattung aoU 
nun folgen denn afsen lauten: 

Unter einem Normalintegriüe dritter Gattung ver^e)ten wir ein solches 
Integral mit zwei logarithmischen UnendlichkeitssteUen, welches bei einem 
auf der Riemannschen Fläche gescidossenen, einmaligen positiven Umlauf 
um eine der UnendlickkeiissteU^t den Zuwachs 2xi erfährt; bei einem 
entsprechenden Umlauf um die andere Unendlichkeitsstclle nimmt dasselbe 
darm einem allgemeinen Gesetz zufolge den Zuwachs — 2«« mtf. 

Wir zeigen nun sofort, dafs unsere Integrale log tt, log ß, log y, 
log d in diesem Sinne l^ormalintegrale siud. Betrachten wir z. B. log a. 

Zur Untersuchung der Unendlicbkeits stelle H = — 1 von log a 
netzen wir noch der soeben gegebenen Vorschrift u + 1 = pe'* und 
lassen bei genügend kleinen Werten von (> den Winkel ip von 
bis Sä wachsen. Da sich nach Obigem log a in der Nähe der Stelle 
M ^ — 1 wie log (u + 1) verhält, haben wir 

log a = log (m + 1) H = log e + !> H 

Wir sehen hieraus, dafs sich log a bei einer positiven geschlossenen 
Umkreisung der Stelle m = — 1 um 2wt vermehrt. Handelt es sich 
andrerseits um u = oo, so setzen wir v^ — = q^f und lassen <p 
abermals bei genügend kleinem p und zwar jetzt von bis 4ir variieren. 
Da log tt im Unendlichen in — log yv übergeht, so wird 

log a ^ tog]/^ +...= — log VV — ?^ -I 

Wie man sieht, vermehrt sich log« bei der soeben definierten positiven 
geschlossenen Umkreisung der Stelle m = »x» gerade um — 2«t. 

In derselben Weise überzeugeu wir uns, dafs auch log ß, log y, 
log d beim Umgange um ihre UnendlichkeitssteUen den Zuwachs •{• 2jii 
erfahren. 
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Wir können somit den bemerkenswerten Satz aussprechen: 

Die Logarithmen unserer Paramater sitid nicht nur Litegrak dritter 
Gattung schlechtweg, sonderyi sie sind sogar Normalintcgrale. 

Dieser Umatand wird von augenfälliger Wichtigkeit, wenn wir 
von den Logarithmen zu den Werten unserer Parameter selbst übergehen. 
Die letzteren Gröfaen bleiben nämlich ersichtlich vollständig ungeandert 
bei einem Umgange um die Unendüchkeitsatellen ihrer Logarithmen. 
Z. B. verhält sich cc in der Nahe der Stelle « ^ — 1 direkt wie 

0{»+l). 
Wäre dagegen der Zuwachs bei einem Umlauf um die Stelle m = — 1 
nicht gleich 2ni, aondem etwa gleich 2iiiX und dementsprechend der 
Multiplikator dea ünendlichwerdens nicht gleich 1, sondern gleich /, 
so würde sich a verhalten wie 

(»+!)', 
im Allgemeinen also, wenn X nicht gerade ganzzahlig ist, diese Stelle 
zum Verzweiguugsp unkte haben. Wir können daher sagen: 

Dank der Nornialeigenschaß unserer Integrale dritter Gattung ver- 
halten sich unsere Parameter auf der Biemannschen Plächc durdigängig 
unvereweigt. 

Damit ist nicht gesagt, dals diese Parameter auch eindeutig auf 
der Biemannschen Fläche wären. Vielmehr werden sich ihre Loga- 
rithmen, entsprechend ihrer Durstelliing als Integrale dritter Gattung, 
bei Umlauf ung eines Paares von Verzweigungspunkten um gewisse 
charakteristische Zuwächse, „die Perioden des Integrals dritter Gattung", 
additiv vermehren, gerade so wie wir es für das Integral erster Gattmig 
in Figur 60 geschildert haben. Die Werte der Parameter selbst werden 
sich daher bd eitietn Umlauf um die VeretBeigangspunkte je mit gettnsse}i 
charakteristischen Faktoren mulHplizieren. Auf die Berechnung jener 
Zuwächse bez. dieser Faktoren von der Integraldarstellung aus brauchen 
wir hier nicht einzugehen, weil wir im vierten Paragraphen eine ex- 
plicite Darstellung der «, ß, y, ä geben werden, durch welche die 
genaimte Berechnung von selbst erledigt wird. 

■Tedenfalls erhellt aus alle diesen Bemerkungen, dafs unsere Para- 
meter a, ß, y, S im Hinblick auf f'unktionen theo retische Einfachheit 
den Eulerschen Winkeln überlegen sind. Es wird sich geradezu zeigen: 
Die a, ß, y, 6 stellen die einfachsten analytiscften Bausteine dar, aus 
d^ai sidt die aUgetn^Ticn Pormdn der EreiseWewegung eusammenseteen 
lassen. 
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§ 3. Die Abbildung der Hiemannaoheti Fl&ohe (u, Ylf) in der 
f-Sbene. 

In diesem Paragraphen hub&n wir die Umkehrung dea elliptischen 
Integrals erster Gattung ku leisten, Währeu<l wir bisher ( als Funktion 
seiner oberen Grenze m oder besser noch als Funktion des Ortea 
(h, yu) auf der Riemannachen Fläche aufgefalst haben, wollen wir 
später die Wertepaare (m, yH) ^^ Funktionen von t ansehen. Hierzu 
ist es eine Vorstufe, dafs wir zunächst [tt, YU) und die zugehörigen 
Werte von ( als gleichberechtigte Variable behandeln. Wir repräsentieren' 
daher t ^ t, -\- itj seinerseits in einer komplexen Ebene, der t-Ebcne, 
indem wir uns (, als Äbsciase, (, als Ordinate auftragen, und fragen, 
welchen Weg bez. welches Gebiet ( in seiner Ebene beschreibt, während 
die Variable « einen beliebigen Weg oder ein beliebiges Gebiet der 
Riemaonschen Fläche bestreicht. Diese Frage bezeichnet man funktionea- 
theoretisch als die Frage nach der Abbildung da- Eietnannsckcn Fläche 
(m, yu) auf die t-Ehme. 

Als untere Grenze des Integrals nehmen wir wie früher den Ver- 
zweigungspunkt c an, betrachten also 
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Wir beginnen mit der Berandung der positiven oberen Ualhebene 
unserer Riemannschen Fläche. Welchen Weg beschreibt t, wahrend wir 
u die reelle Are in der positiven oberen Halbebene von links nach rechts 
durchlaufen lassen? 

Bei der Beantwortung dieser Frage haben wir uns wesentlich auf 
Figur 59 zu stützen, wo wir nach Realität und Vorzeichen die für die 
einzelnen Toilintervalle der reellen Axe gilltigen Werte von yW ein- 
getragen haben. Hiernach sind die zagehörigen Inkremente von t, 
d. h. die Gröfsen dt ^ — ^ , welche dem positiven Zuwachse du von u 

entsprechen, nach Realität und Vorzeichen gegeben. Wir stellen sie 
in der folgenden TaboUo zusammen: 



Bewegt sich u: 

von e bis c' , 

von ß' bis c" , 

von e" bis + oo, 

von — cc bis e , 



so ist das Inkrement dt: 
positiv reeU, 
positiv imaginär, 

negativ reell, 
negativ imaginär. 



In unserem Ausgangspunkte c, der unteren Grenze des Int^rals, 
ist natürlich t gleich Null. Der Weg, den t beschreibt, setzt i 
Nullpunkte der f-Ebene ein. Schreitet it von c bia e' fort, so wandert 
der zugehörige Punkt ( nach vorstetender Tabelle längs der positiven 
reellen Aie. Wenn M den Wert e' erreicht, biegt der Weg recht- 
winklig um und verläuft zunächst parallel der positiv imaginären 
f-Aie. 

Sind wir auf der Riemannschen Fläche bis c" gekommen, so 
macht der Weg von / abermals einen rechtwinkligen Knick; er führt 
von da ab wieder parallel der reellen Aie aber im negativen Sinne. 
Lassen wir u ins Positiv-Unendliche übergehen und aus dem Negativ- 
Unendlichen der reellen Ase zurückkehren, ao haben wir in der (-Ebene 
eine abermalige rechtwinidige Umbiegung; die Bewegung des repräsen- 
tierenden Punktfia, welche vorher im Sinne der negativen reellen Axe 
stattfand, verläuft weiterhin im Sinne der negativ -imaginären Axe. 
Im Ganeen beschreibt t also einen rechtwinkligen Zug gerader Linien, 
während w die reelle Äxe durchtäuß. 

Wir finden leicht, dals dieser Linienzug sich schliefsen mufe, and 
berechnen überdies die Länge seiner Kanten, wenn wir die in Fig. 60 
angegebenen Werte der vollen Periodenumläufe berücksichtigen. Ziehen 
wir nämlich die dort gezeich- 
neten Integrationswege auf die 
betreffenden Stücke der reellen fu-. 
Axe zusammen, so zerlegt sich 
der volle Umlauf in zwei kon- 
gruente geradlinige Hälften, deren (al 
jede als Integralwert von t die 
Hälfte der ganzen Penoden 2(g ^; 
bez. 2iia' liefert Hieraus folgt: 
Der redttecktge lAmemug m der 
t-Ebene ist dte Conlour eines geivolmlichen Rechtecks (vgl Fig. 62); die 
Länge der horizontalen ÜPchteehieiten bdrctgt a, dte der vertikalen m'. 
Die Ecken des IkchtecKs sind, m der Renhenfolge, wie sie den Ver- 



entsprechen, gegeben durdi die Werte 

t^O, at, m -\- im', im'. 

Wir treten nun mit der Variabelen u in das Innere der positiven 
oberen Halbebene ein und überzeugen uns, dafe dann auch die Variable ( 
in das Innere unseree Rechtecke übergeht. 



408 ^l- DarateUung der Ereiselbewegung durch elliptiscbe Funktionen, 

Da wir nämlich, wenn wir die reelle M-Axe von — oc bis -|- oo 
durchlaufen, jene Halbebene zur Linken haben, mufa sich auch in der 
f-£bene einem allgemeinen funktioneutheoretiBchen Prinzip zufolge das 
entaprechende Gebiet an den in der Richtung ia', 0, a, . . . durch- 
laufenen rechteckigen Rahmen nach IJnhB hin ansetzen. Femer haben 
wir uns klar zu maeber, dafs das Abbild in der /-Ebene an keiner 
Stelle Lücken, Verzweigungspunkte oder Faltungen besitzt. Wir können 
uns zu dem Zwecke aus der Integralformel Reihenent Wickelungen her- 
stellen, welche den Wert von i als konvergente Potenzreihe aus dem 
Werte von « und umgekehrt diesen aus jenem zu berechnen gestatten. 
Führt man diese Andeutungen näher aus, so erkennt man, dals den 
Punkten der positiven oberen Halbebene nur Punkte im Innern unseres 
Rechtecks entsprechen können und dafs diese Punkte den Raum zwischen 
unserem rechteckigen Rühmen lückenlos und einfach überdecken müssen. 
Wir werden also sagen können: 

Die Fläche unseres Rechtecks stellt die Abbildung vor, wdche die 
Qröfse t von der positiven o&ereti Salb^)ene der Biemannschen Fläche 
entwirft. 

Um den Abbildungsprozess möglichst konkret zu fassen, können 
wir uns etwa die betrachtete Halbebene mit einer elastischen Membran 
bespannt denken, welche an der reellen Aie befestigt ist. Die Stücke 
der reellen Axe zwischen den Verzweigungspunkten stellen wir uns 
hier miteinander gelenkig verbunden vor. Wir drehen nun diese Stücke 
gegeneinander und deformieren sie solange, bis sie in den rechteckigen 
Rahmen der TEbene übergegangen sind. Gleichzeitig ist dann die 
ursprüngliche Membran unter Aufrech terhaltuug der Stetigkeit in eine 
das Rechteck überspannende Membran deformiert. Die eine Membran 
stellt sich so als eine Vcrzemtnff der anderen dar. Natürlich giebt 
dieses Verfahren zuimchst nur eine sehr ungefähre qualitative Vorstellung 
von dem mathematischen Zusammenhange zwischen den Variabeln t und u. 
Wir können aber unsere Abbildung auch quantitativ richtig wieder- 
geben, wenn wir den in unserer Membran wirksamen elastischen Kräften 
die Eigentümlichkeit zuschreiben, nur solche Verzemingen zuzulassen, 
bei welchen die Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen gewahrt wird, wo 
also irgend zwei von einem Punkte ausgehende Kurven nach der De- 
formation denselben Winkel einschliefsen , wie vor derselben. Durch 
diese Bestimmung ist die Art der Verzerrung, wie man nachweisen 
kann, vollständig festgelegt, wenn wir nur noch die weitere Bedingung 
hinzufügen, dais etwa den ilrei Punkten e, e', e" der Halbobene die 
drei aufeinanderfolgenden Ecken unserer Rechtecks begrenzung 0, co, 
3 -{- im' entsprechen sollen. Bekanntlich nennt man eine solche, in 
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den kleinsten Teilen ähnliche Abbildung zweier Gebiete eine konforme 
oder winkeltreue Ahhildunij. 

Ohne irgend welche Formel lälst sich also der analytische Zu- 
sammenhang zwischen den Variabein t und u rein geometrisch folgender- 
mafaen beschreiben: 

Es entsprechen sich je zwei soldte Variabeinwerte t und u, deren 
repräsentierende Punkte bei der konformen Ahbildung der Salbebene auf 
die Fläche des Beddecks (unter Zuordnuttg der Versiveigungspunkte su, 
den Ecken des Rechtecks) in einander übergehen. — 

Ein sehr schöner Apparat, welcher die Konformität der Abbildung 
selbstthätig bewirkt, ist kürzlich von Herrn S. Finsterwalder*) kon- 
struiert worden. Herr Finsterwalder stellt aus biegsamen Drähten ein 
Netzwerk her, indem er je drei DraJite durch eine mit drei Bohrungen 
versehene Hülse zusammenfafat, wobei es fiir die Herstellung am be- 
quemsten ist, die Bohrungen unter überall gleichem Winkel gegen 
einander anzubringen. Die Hülsenmittelpunkte bilden dann in ihrer 
ursprünglichen Lage die Ecken einer ri^elmäfsigen Sechsecksteiluug 
der Ebene. Da die Drahte in ihren Führungen frei auf- und abgleiten 
können und überdies gebogen werden können, so besitzt unser Apparat 
noch einen hohen Grad von Beweglichkeit. Die Anzahl der Freiheits- 
grade wird sogar unendlich grofs, wenn wir uns, wie es der in Rede 
stehenden Anwendung auf die konforme Abbildung wegen eigentlich 
geschehen müfste, sämtliche Dimensionen des Netzwerks unendlich klein 
und die Hülseu unendlich zahlreich und unendlich dicht nebeneinander 
liegend denken. 

Man überzeugt sich nun durch dos Experiment ohne Weiteres, dafa 
es möglich ist, der Berandung des Netzwerks jede beliebige Gestalt zu 
geben, d. h. das vom Netzwerk ursprünglich eingenommeue Gebiet auf 
jedes andere Gebiet abzubilden, wobei noch drei Kandpunkte des einen 
Gebiets dreien des anderen willkürlich zugewiesen werden können. Dafs 
diese Abbildung eine winkeltreue ist, folgt für die Winkel, unter denen 
die Drähte zusammenstofsen, unmittelbar aus der Starrheit der Hülsen; 
wenn aber hei einer stetigen {oder, genauer gesagt, durch aualytische 
Funktionen vermittelten) Abbildung drei Winkel in jedem Punkte un- 
geändert bleiben, so gilt dasselbe nach allgemeinen Prinzipien für alle 
Winkel. 

Durch den Finsterwalder sehen Apparat waren wir also in der Lage, 
die durch unser elliptisches Integral vermittelte Abbildung rein experi- 
mentell zn realisieren. — 



*) Vgl Jahre ab ericbt der deutaclieii Mathematiker- Vereinigung, Bd. 6, 18S7. 
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Dieselbe Betrachtung wie für die positive obere werden wir de» 
Weiteren ftlr die negative obere^ die positive untere üalbebene u. s. w. 
durchfuhren können. Auch diese Halbebenen baden sich in der t-Ebenc 
in Rechtecke von der soeben yesdtilderkn Gestalt ali. 

Die Lage dieser Rechtecke gegen das Abbild der positiven oberen 
Halbebene hängt von dem Integrationswege ah, insbesondere davon, in 
welchem Intervalle wir die reelle Axe überschreiten, um von der positiven 
oberen in die nunmehr abzubildenden Halbebenen zu gelangen. Die 
positive obere Halbebene hängt bei api eis weise mit der negativen oberen 
längs der Strecke — oo e zusammen. Überschreiten wir also, von e be- 
ginnend, bei der Integration diese Strecke, so kommen wir zu Werten 
von /, welche der negativen oberen Halbebene entsprechen. In der 
(-Ebene füllen diese Punkte ein Rechteck aus, welches sich an die 
Seite t •= bis t ^= tat' des ursprünglichen Rechtecks nach links hin 
anlegt. Treten wir andrerseits, durch die VerzweigungsUuie ee' hin- 
durch, in das n^ative untere Blatt ein, so gelangt der repräsentierende 
Punkt der /-Ebene in das Innere eines Rechtecks, welches eine Ab- 
bildung der negativen unteren Halbebene vorstellt. Diese« Rechteck 
legt sich an das Abbild der Linie ee', d. h. au die Rechtecksseite t^Q 
bis / ^ o nach unten hin an. Gehen wir sodann auf der Riemannscben 
Fläche von der negativen unteren in die positive untere Halbebene, 
indem wir wieder die Linie — oo bis c überschreiten, so entspricht 
dem in der /-Ebene der Übergang zu einem neuen Rechteck, welches 
mit dem Abbilde der negativen unteren Halbebene die Seite von — i»' 
bis gemeinsam bat, Im Ganzen haben wir so eine Abbildung unserer 
vier Halbebenen, d. h. eine Abbildung der ganzen Riemaunschen Fläche 
gewonnen. Diese hrslrfif mi^ riri'-m r/rnfsen Itechteck, weldies den Null- 
/■linkt der t-Ehenezum Miäelpunkte 
lull und welches sich aus unseren 
vi'-r kleinen Redttecken eusammen- 
.-iiiit. Wir schraffieren von den 
K't/.Leren <liejenigen beiden, welche 
den schraffierten positiven Halb- 
tbenen entsprechen und bekommen 
das folgende tiesamtbild der Rie- 
mannstheu I' lache (vgl. Fig. 63), 
y, jj durch welches diese in höchst Über- 

sichtlicher Weise auseinandergelegt 
ersiiieint Em solches Rechteck, wekhes die Perioden des elliptischen 
Integrals zu Seiten hat, bezeichnen wir als ein „Perioden rechteck". 
Einige Erläuterungen sind nur noch bezügbch der Randpunkte 
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unseres Perio den rech tecks erforderlich. Diese entsprechen, wie man 
gesehen hat, den Punkten der beiden. Strecken e'c" und e" ao in den 
vier Halbebenen. In diesen Strecken ist ersichtlich die Kontinuität 
unserer Abbildung unterbrochen. Während z. B. auf der geachlossenen 
Riemannschen Fläche, wie sie nach richtiger Zusammenfügung der 
Händer unserer Verzweigungalinien vorliegt, die Strecke e' e" des posi- 
tiven oberen mit der Strecke c' e" des negativen oberen Blattes direkt 
zusammenfällt, sind die Bilder dieser Strecken in der /-Ebene auf den 
gegenüberliegenden vertikalen Seiten des Perio den rechtecks gelegen; 
entsprechend liegen die Bilder der auf der Riemannschen Fläche zu- 
sammen fallenden Strecken e" oo in der (-Ebene auf den gegenüber- 
liegenden horizontalen Rechtecksseiten. Wir mttfsten uns, ora eine 
durchaus stetige und durchaus eindeutige Abbildung der Biemannachen 
Fläche zu haben, die gegen {iberhege öden Ränder des Rechtecks in der 
Weise zugeordnet vorstellen, dafs je zwei gegenüberliegende Randpunkte 
auch im Bilde als identisch gelten können. Indessen brauchen wir 
hierauf nicht näher einzugehen, da der beregte Mifsatand, die Diskon- 
tinuität der Abbildung, im Folgenden von selbst in Fortfall kommt, 
wenn wir unsere Figur weiter vervollständigen. 

In der That ist unsere Abbildungsfigur noch nicht fertig. Wir 
sind vorher von der positiven oberen zur negativen oberen Halbebene 
durch die Strecke — oo c hindurch gegangen. Ebenso gut können wir 
aber auch durch e' e" dahin gelangen. Thun wir das Letztere, so er- 
halten wir als Bild der negativen oberen Halbebene eiu Rechteck, welches 
sich an das Abbild der Strecke e' e" , d. h. an die Seite ro bis a -\- ia' 
unseres zuerst gezeichneten Rechtecks anlegt. Überhaupt giebt es von 
jeder positiven Halbebene zu den beiden negativen und von jeder ne- 
gativen zu den beiden positiven auf der Riemannschen Fläche je zwei 
verschiedene Zugänge. Dementsprechend müssen wir die Figur so ver- 
vollständigen, dafs sich an jede freie Rechteckseite ein weiteres Recht- 
eck anlegt, wobei jedes schraffierte Rechteck von vier nichtschraffierten, 
jedes nichtschraffierte von vier schraffierten umgeben wird. Als ver- 
vollständigte Abbildungafigur bekommen wir daher ein schachbretiartiges 
Mtisfcr, wie es durch die Figur 64 dai^estellt wird. Der einzelne 
Horizontalstreifen enthält dabei entweder nur Bilder der Halbebenen 
des oberen oder des unteren Blattes. Eiu System von Periodenrecht- 
ecken ist durch etwas stärkeres Ausziehen der Begrenzungen aus dem 
System der kleineren Rechtecke herausgehoben. 

Diese Rechtecksteilung zuaammeu mit der Vorstellung der Riemann- 
schen Fläche giebt den einfachsten und vollständigsten Begriff von der 
analytischen Beziehung zwischen den Gröfaen t und u, bez, YU- 
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Betrachten wir zunächst ( ala Funktion von m, indem wir uns die 
obere Grenze u als einen bestimmten Punkt der Riemannschen Fläche 
gegeben denken, d. h, indem wir uns aufsor dem Werte von u auch 
noeh das Vorzeichen von yH in bestimmter Weise gewählt denken. 
(Die untere Grenze soll wie früher in dem Verzweiguogspunkte e 
liegen.) Wir sahen bereits pag, 400, dafs der Wert von / durch 
Angabe der oberen Grenze 
nicht vollständig bestimmt 
ist. Je nach der Gestalt 
des Integration 3 weges er- 
hält mau unendlich viele 
Werte von t, welche sich 
um Vielfache der Perioden 
2a imd 2 im unterschei 
den Dieser Sachverhalt 
kommt m unserer Recht 
ecksteiliuig besonders deut- 
lich zum Ausdrucke Da 
namhcfa jede Halbebene der 
Riemannsehen Mache sich 
in unendlich viele Recht 
ecke dtr t Ebene abbildet, 
giebt es zu jedem Punkte 
der Flache unendlich viele 
zugehörige Pimkte der ( Ebene und zwar befindet sich in jedem Perioden 
recbteeke ein solcher Punkt Verschieben wir unsere ganze Figur parallel 
mit sich um 2ta in Kahtung der reellen oder um icj m Richtung 
der imaginären Axej so kommt sie allemal mit suh zur Deckung, 
dabei geht jedes Rechteck m ein ebenso bezeichnetes Rechteck, ]eder 
Punkt in einen Punkt Über, dem aul dir Riemannsehen Flache immer 
dieselbe Stelle entspricht Wir wollen alle diese Punkte als äquivalente 
Funkte bezeichnen Ist also t irgend ein Punkt der t Ebene, welcher 
der gegebenen Stelle ii, YU der llRmannschcn Flache entspricht, so 
werden die äquivalenten Punkte dargestellt durch 

t -\- 2ma -\- 2m ( o , 
wo m und tn' irgend welche pusitiven oder negativen ganzen Zahlen 
bedeuten. Alle diese Werte von i gehören zu derselben oberen Grenze 
M, YU des Integrals. In analytischer Hinsicht ziehen wir hieraus 
namentlich den SchluTs; 

Als Funktion der obcr^i Greme aufgefafst, ist t eine unendlich viel- 
deutige Fu/nktion. 
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Jetzt geben wir uns umgekehrt den Wert von ( und fragen nach 
zugehörigen Werten von K. Jedem Punkt der /-Ebene entspricht auf 
der Riemannachen Fläche und um so mehr in der »i-Ebene ein und 
nur ein ganz bestimmter Punkt. Daraus folgt sofort: 

Als Funktion ton t aufgefafst, ist ii eitu: eindeutige Funktion. 

Nun ist es analytisch sicher vorteilhafter, mit eindeutigen wie mit 
vieldeutigen Funktionen zu operieren. Gleichzeitig bemerkten wir zu 
Anfang des vorigen Par^raphen, dafa es vom Standpunkte der Mechanik 
wünschenswert ist, die Elemente der Bewegung direkt iu ihrer Ab- 
hängigkeit von der Zeit darzustellen. Beide Gründe veranlassen uns, 
unser elliptisches Integral „umeuhehrcK", d. h. in Zukunft t als die «nofr- 
hängige Variable anzusehen wtd die Gröfse u als Funktion von t darmsfell.en. 

Über die Eigenschaften der Funktion « von ( (wir schreiben kurz 
u ^ u (t)) können wir sogleich noch eine nähere Bestimmung hinzu- 
fügen. Wenn wir nämlich den Wert des Argumentes um Vielfache 
der beiden Perioden 2to uud 2ia' vermehren, so kommen wir, wie 
bemerkt, in der /-Ebene zu Punkten, welche derselben Stelle der 
Riemannsehen Fläche entsprechen, tt bleibt also ungeändert bei Ver- 
mehrung des Arguments um eine der beiden Perioden. Wir sagen: 
u ist eine doppdtperiodisdie Funktion von t, oder « ist eine elliptisclic 
Funktion. 

Eigentlich mUfsten wir auch ausdrücklich beweisen: u ist e^ne 
analytische Funktion, eitle Funktion lies komplexen Argumentes t. In- 
dessen wollen wir uns in dieser Hinsicht auf den Satz der allgemeinen 
Funktionentheorie berufen, dafs durch Umkehmng einer analytischen 
Funktion immer wieder eine analytische Funktion entsteht. Da nun 
( seiner Integraldaratellung nach sicher eine Funktion des komplexen 
Argumentes u ist, so schliel'aen wir, dals auch die Funktion «(() eine 
analytische Funktion werden mufa. 

Auf die wirkliche Berechnung der Funktion u(t) brauchen wir im 
Einzelnen nicht einzugehen, weil wir im Folgenden diese Funktion 
doch wieder verlassen und noch einfachere Funktionen (die sogenannten 
fr-Funktionen) kennen lernen werden, aus denen sich unter Anderem 
auch die doppeltperiodische Funktion u iu bequemster Weise zusammen- 
setzen läfsi 

Wir wollen nun aeigen, dafs die Einführung des überall endlichen 
Integrales ( als unabhängiger Variabler noch für eine grofse Klasse 
weiterer Funktionen von wesentlichem Vorteil wird. Wir werden näm- 
lich sehen, dafs zahlreiehe Funktionen, welche in ihrer Abhängigkeit von 
u mehrdeutig sind, durch Einführung von t eindeutig gemaclU oder, wie 
wir kurz sagen icoUen, „uniformisiert" werden. 
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Es sind dieaes in erster Linie die auf der Rieniannsc/ten Flächt- 
eindeaiigen Funktionen, insbesondere also die rationalen Funktionen von 
u und yW. lu der That zeigt iinseru Rechtecköteilung nicht nur, dal« 
jedem Punkte der i-Ebene ein und nur ein Punkt der u-Ebene ent- 
spricht, sondern auch eine und nur eine Stelle der Riem an n sehen Fläche. 
Der Ort auf der UiemanDschen Fläche und die sämtlichen auf ihr ein- 
deutigen Funktionen hangen also von dem Orte in der /-Ebene, d. h. 
von dem Werte des überall endlichen Integrals in eindeutiger Weise ab. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir etwa die in der «-Ebene 
zweiwertige, auf der Kiemannschen Fläche aber eindeutige Funktion YU. 
DaTs diese auch in der /-Eben« eindeutig ist, läfst »ich sofort veri- 
fixieren. Da nämlich 



1/E7' 



so folgt 

durdi Einführung der Variahein t wird also inshesoniierc die in u zwei- 
wertige Funktion yU unifomiisierl. 

Die uniformisierende Wirkung von / reicht aber noch viel weiter: 
Es teerig nicht nw die auf der Riemannschtn Fläche eindeutigen Oröfsen 
eindeutige Funktionen von t, sondern auch alle auf der Fläche m^r- 
deutigen Gröfsen, deren Mehrdeutigkeit von derselben Beschaffenheit ist, 
tüie die Meltrdeutigkeit des überall endlichen Integrales selbst, d. h. welche 
bei allen denjenigen Umläufen ungeändert bleihen, die den Wert von t 
ungeändert lassen. (Insbesondere müssen die fraglichen Gröfaen natür- 
lich relativ xur Kiemannschen Fläche unverzweigt sein.) 

Zum Beweise bedenke man, dafs jeder Umlauf auf der Riemann- 
sehen Fläche, bei dem sich der Wert der zu uniformisi er enden Funktion 
ändert, nach Voraussetzung auch den Wert der Variabein / abändert 
und daher in ein anderes Gebiet der (Ebene führt. Die verschiedenen 
Werte der fraglichen Funktion, welche eventuell zu demselben Punkte 
der Riemannschen Fläche gehören, kommen also in der /-Ebene an 
lauter verschiedene ätellon zu liegen. 

Auf unsere Parameter a, ß, y, ä findet dieses wichtige Prinzip 
unmittelbare Anwendung. Wir sahen ja pag. 405, dafs die a, ß, y, ß 
auf der Riemannschen Fläche unvcraweigt sind, und dafs sie nur bei 
denjenigen Umgängen (und zwar um gewisse charakteristische Faktoren) 
geändert werden, welche auch den Wert des überall endliehen Integrals 
(und zwar um die additiven Perioden 2a, 2iflj') abändern. 

Wir können also sagen: 
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Unsere auf der Riemannschen Fläcfui unendlich viddeutigen, aber 
unverzweigten Paramrta- a, ß, y, d werden in der t-Ebene eindeutig. 



r hinzufttgen können, 
öd wie gesagt nicht 
Periodenrechteck 



Die so entstehenden eindeutigen und, wie wir 

analytischen Funktionen u{t), ß(t), y(t), d{t) i 
doppeltperiodisch, da sie sich beim Übergang von ein 
zu einem anderen je um einen konstanten Faktor ändern; wir bezeichnen 
sie mit Hermite (s. u.) trotzdem gleichfalls als eUiptiscfie Funktionen 
und zwar genauer als elliptische Funktionen zweiter Art, zum Unter- 
schied von den rein doppoltperiodiscben Funktionen, die wir elliptische 
Funktionen erster Art nennen. 

Des Weiteren fr^eii wir nach den Null- und UnendUchkoits stellen 
unserer elliptischen Funktionen a(t), ß{t), y{t), S(t) in der (-Ebene, 
da sich auf die L^e dieser Stellen die spätere analytische Darstellung 
unserer Parameter gründet Die Null- und Unendlichkeita stellen der 
Qröfsen a, ß, y, 3 sind natürlich mit den logarithmischen Unendlich- 
keitsstellen von log «, log ß, log y, log d identisch. Die Verteilung 
der letzteren haben wir in Figur 61 übersichtlich dargestellt, unter der 
Annahme 

N>n>0. 

Dieselbe Annahme boU such für das Folgende zu Grunde gelegt werden. 
Insbesondere untersuchen wir etwa die Funktion a{t). Nach 
Figur 61a wird log « unendlich grofs für w = ^ 1 und m = oo und 
zwar verhält sich log a nach pag. 402 

für M = — 1 wie log (m +1), für w = oo wie log Yu. 

Gehen wir von dem Lc^arithmuB ziim Numerus über, so sehen wir: 
Der Parameter a verschwindet für u ^ — 1, er wird unendlich für 



In der (-Ebene t 
Punkt ( = im' bez. e 

(I) 



tspricht dem "Werte « = oo nach Figur 62 der 
ler der äquivalenten Punkte 
^ ioj'-f- 2m» + 2m'ia'. 

Femer bildet sich die Stelle «^—1 des oberen Blattes, wie 
gleichfalls aus Figur 62 hervorgeht, in einen Punkt ab, welcher auf 
der imaginären Ase zwischen (=0 und (^ioj' liegt — wir be- 
zeichnen den zugehörigen (Wert mit ia — bez. in einen der äqui- 
valenten Punkte; alsdann bestimmt sich a durch das schon pt^. 263 
angegebene Integral: 



/du 
-= 
Vü 



yw 
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Die Gesamtheit der äquivalenten Stellen, d. h. aller derjenigen Punkte 
der (Ebene, welche Bildpunkte der Stelle w ^ — 1 im oberen Blatte 
der RiemannacheD Fläebe darstellen, ist daher gegeben durch 
(II) t = ia+ 2ma + 2m'i(o'. 

Wir wissen bereits, dafs a (() in den Punkten (I) unendlich grofs 
wird, in den Stellen (II) verschwindet. Wir wollen noch die Ordnung 
des Verschwindena und die Ordnung des ün endlich werdena feststellen. 
Zu dem Zwecke erinnern wir daran, dafs sich log a bei einem auf der 
Riemannschen Fläche geschloaseuen einmaligen Umlauf um die Stellen 
w ^ — ■ 1 und M ^ oo um + ^'^' ändert (vgL pag. 404). Bei der 
konformen Abbildung auf die ^-Ebene geht aber ein einmaliger ge- 
schlossener Umlauf auf der Riemannschen Fläche in einen ebensolchen 
Umlauf in der f-Ebene über, wie sieh aus dem Begriffe der konformen 
Abbildung ergiebt. Die Null- und Unendlichkeitsatellen von a sind 
also so beschaffen, dafs log a bei einer einmaligen Umlanfung der- 
selben den Zuwachs +2ni annimmt. Dies besagt aber gerade, diifs 
die Ordnung des Verschwindens und Unendlich werdena gleich 1 ist. 
Mithin können wir sagen: 

Die Punkte (I) sind einfacfie ÜnendlicIdeHssteUen, die Punkte (II) 
einfache NuUstellen der Funktion a {t). Anätze NuU- %md UtietuRiMieits- 
stdlen besitzt a nicht. 

In ähnlicher Weise ergeben sich die Null- und Unendlichkeits- 
stellen von ß, y und d in der (Ebene. Greifen wir z. B. y heraus. 
Auf der Riemannschen Fläche wird log y logarithmisch unendlich für 
«■=00 und (vgl. Fig. Ol) filr « = -f- 1 im oberen Blatte. In der 
(■Ebene entspricht dem Unendlichen der Riemannschen Fläche die Stelle 
t^im' und die äquivalenten Stellen. Die Gesamtheit dieser Stellen 
wird wieder dargestellt durch 
(I) t=ia' -\- 2wnD + 2m'iB}'. 

Dem Punkte t* = + 1 des oberen Blattes gehört in der t-Eheae 
nach Fig. 62 ein Punkt auf der Rechteckaseito zwischen t ^ a und 
i = 10 -|- ia' zu. Der Abstand dieses Punktes von der Ate der reellen 
Zahlen beifse b; man berechnet h, wie schon pag. 2G3 angegeben, in- 
dem man das Uberail endliche Integral im oberen Blatte von dem Ver- 
zweigungspunkte e' bis zum Punkte 1 etwa geradlinig erstreckt: 



/ du 



Der Wert von t in dem genannten Punkte wird alsdann / ^ m -j- t(i. Aufser 
diesem Punkte haben wir natOrlich die sämtlichen äquivalenten Punkte 
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(II) ( =. ffl + ih 4- 2»noj + 2m'im 

zu berücksichtigen. Darauf schlielsen wir ebenso wie oben, dafs die- 
Stellen (I) einfache ünendUchkeitsstdlen, die Stellen (II) einfaciie Null- 
stellen und zwar die ämigeH Null- utid ÜnendlicJikeitsstellen der Funktion 
y(t) simi. 

Die noch fehlenden Xull- und UnendlichkeiteBtellen Ton ß und S 
ei^eben sich darauf aus der Bemerkujig, daXa a und 3 einerseits, ß und 
— y andrerseits konjugiert imaginäre Gröl'aen sind. Dies folgte für 
reelle Werte yon ( aus der ursprünglichen Definition unserer Parameter 
(vgl. pag. 21); es gilt aber auch für konjugiert komplexe Werte der Zeit, 
wie unmittelbar aus der Integraldarstellung der Logarithmen von u, ß, 
y, 3 hervorgeht. Mithin werden aucli die Nullstellen von ß und 3 denen 
von « und y konjugiert sein; wir erhalten diese aus den unter (II) 
angegebenen Werten, indem wir einfach -|- ia, -\- ib mit — ia, — ib 
vertauschen. Femer werden die Unendlichkeitsstellen von ß und 3 mit 
denen von a und y direkt ü berein itimmen, da die unter (I) angegebenen 
Punkte in ihrer Gesamtheit sich selbst konjugiert sind. Die voll- 
ständige Tabelle der Null- und Unendlichkeitsstellen unserer vier Para- 
meter sieht daher folgende rmafsen aus; 

Nullstellen. UnendlichkeitfiBtellen. 



~j- ia + 2mm -\- 2m'ito' 

-\- ta — ib -\- 2mm + 2m'im 

— m + »6 + 2mm + 2m'ia 

— ia + 2mm + 2m'im' 



iai'+ 2mm -f- 2m'im'. 



Nunmehr sind wir in der Lage, die explieite Darstellung unserer 
Parameter als Funktionen der Zeit zu entwickeln. Diese grflndeu wir 
auf die sogenannten ^-Funktionen, welche seit Jacobi in der Theorie 
der elliptischen Transceudenten eine ganz fundamentale Rolle spielen. 
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Die fr-Funktionen sind eindeutige Funktionen ihres Argumentes, 
welches wir mit t bezeichnen, die im Endlichen nirgends unendlich 
werden. Sie besitzen, ähnüuh wie die a, ß, y, 3, ein System äqui- 
valenter Nullstellen, von dem auf jedes Periodenrechteck eine Null- 
stelle entfällt; beim Übet^nge von einem Periodonrechteck zu einem 
anderen multiplizieren sie sich je mit einem charakteristischen Faktor, 
welcher aber nicht, wie bei den a, ß, y, 3, von t unabhängig ist. 
Eine weitere Eigenschaft der ^-Funktionen, welche fiir unsere Zweck© 

SUlo-Botamgirdd , ItnItalbimiFKUi.a. 27 
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besondere wertvoll ist, besteht darin, dal's sie eich aufserordentlich gnt 
konvergenter und für die numerisclie Reehaung geeigneter Reibendar- 
stellungen erfreuen.*) 

In der Bezeichnung der #-Funktionen herrscht bei den verschie- 
denen Autoren leider eine grofse Verschiedenheit. Wir werden uns 
hier an keine der üblichen Bezeichnungen genau halten, was insofern 
unbedenklich ist, als unsere Dai-stelluBg für sich genommen verständ- 
lioh sein soll. 

Während Jacobi vier nicht wesentlich unterschiedene ^-Funktionen 
neben einander betrachtet, werden wir mit einer solchen auskommen. 
Wir bezeichnen sie durch & {t) und richten die Definition so ein, dals 
& eine ungerade Funktion von t wird, dafs sie also im Nullpunkte der 
f- Ebene sowie in den sämtlichen äquivalenten Punkten und nur in diesen 
verschwindet. Formal sei unsere ^-Funktion durch die folgende Reibe 
gegeben : 

+ " _ -i ( *'- 

(1) frm = v,)c - y * 



»(t)=^,v 



xl+? * 



Mit Benutzung der AbkOrzungen 

(2) « = r-", s_|i 
können wir, was gelegentlich bequem sein wird, hierfQr auch schreiben: 

(3) 9 (l) = 2 q'' ein s — 2q'^' sin 3s -{- 2 q"^* sin 5s . 

Die Jacobiache Bezeichnung für unsere Funktion würde lauten: 

Die Eigtm Schäften der fl-Funktion, welche oben bereits allgemein 
angedeutet wurden, lassen sich nun für unsere spezielle Auswahl der- 
selben auf Grund der tileichung (1) leicht verifizieren. 

Zunächst siebt man, dafs unsere Funktion eindeutig und ftir alle 
endlichen Werte von t endlich ist. Die Reihe (1) konvergiert nämlich, 
wie man leicht nachweist, in der ganzen ^-Ebeue. 



•) Statt der fr-Funktion wird in der Litteratur jetzt meist die tron Weier- 
BtrftsH e]n|;efi1hrte o-Funktion f{ebrn.m!ht, welche sieb von der fr-Funktion diu 
Dtn einen Exponeotiiilfaktor unteracbeidet. Wir sieben die fr-Funktion fOr unsere 
Zwecke Yor, weil ihre Verwendung weniger Vorbereitungen erfordert und die 
■pezifiBchen Vorzüge der e-Funktion hier doch nicht zur Geltung kommen. Über- 
die« ist die fr-Funktion für die numeriBche fierecbnang, die wir atete im Aogo 
behalten müssen, hinterher doch unentbehrlich. 
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Wir bestimmen sodann das Verhalten der ft-Fuufction bei Ver- 
mehrung ihres Argumentes um Periodenvielfache. Offenbar ändert eine 
Hinzufügung der reellen Periode 2 a in jedem einzelnen Güede der 
Reihe (3) nur das Voi-zeichen. Wir haben also 

(4) »{t-\-2io)- #(0- 

Fügen wir die imaginäre Periode 2jiu' hinzu, setzen also ( -}- 2io)' 
statt (, so wird der Exponent des allgemeinen Gliedes in (1) 
Ol' /2n — 1\' to' ,„ ,> , t + m 3n — 1 

„■ lin+iy_ , ^■_ I t + » »»+1 ■ ' + " -1 
-i-{~-i-} '• + ^'' + ^ i—" —"•■ 

Dieser Exponent liat also den von n unabhängigen Zuwaclis 

bekommen und auiserdem hat Biet der Stellenzeiger n um eine Einheit 
vermehrt. Durch letzteren Umstand wird aber der Wert der Reihe 
nicht geändert, da k von — 00 bis -|- 00 läuft. Wir finden daher 

(5) 9(t -i-2ia') = — ^"''^ 9{t). 

Die Funktional ei gen Schäften (4) und (5) können umgekehrt zu- 
sammen mit der Forderung, dafs & nirgends unendlich werden soll, 
dazu dienen, um die ^-Funktion bis auf einen konstanten Faktor zu 
definieren, was wir nur historisch anfBhren. 

Um von hieraus zu der in Aussicht geteilten Darstellung unserer 
Parameter zu gelangen, betrachten wir nun den Quotienten 

9{t — ia') 
Derselbe wird null bez. unendlich grofs an den Stellen t^ia 
bez. t ^ im' und den äquivalenten Stellen, und zwar beides von der 
ersten Ordnung. Dieser Ausdruck besitzt also dieselben Null- und 
Unendlichkeitsstetlen wie unsere Funktion of{/) (vgl. den vorigen Para- 
graphen). Er unterscheidet sich von der letzteren demnach nur um 
einen Faktor, welcher für keinen endliehen Wert von t verschwindet 
oder unendlich grofs wird, dessen Logarithmus also für keinen end- 
lichen Wert von t unendlich grol's werden kann. Einem solchen Faktor 
können wir stets die Form geben 

wo G{t) eine Funktion ist, die im Endlichen nirgends unendlich wird, eine 
sogenannte ganze transcendeute Fimktion. Wir haben also die Gleichung 

ST' 
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In uuserem Falle folgt nun aus den Eigenschaften des Parameters 
a(t) einerBeita und der d-Funktion ODdreraeits, dafa aicli die iransceiubntt^ 
ganze Funktion auf eine lineare gam>: Funktion reduzieren mufa. Nach den 
soeben bewiesenen Funkt ioualgleichungen der #- Funktion multipliziert 
sich nämlich der ^-Quotient auf der rechten Seite bei Vermehrung von / 
um eine der beiden Perioden mit einem konstanten Faktor, nämlich mit 

bei Hinzufllgung von 2», mit 



bei HinzufQgung von 2ifa'. Ferner winBen wir (vgl. pag. 414), dafs 
auch a{t) bei Vennehrung von i um eine der beiden Perioden einen 
von t unabhängigen Faktor annimmt. Die Faktoren der rechten und linken 
Seite in unserer tiletchung müssen übereinstimmen; wir haben daher, 
unter C und c zwei Konstanten verstanden, die sich aus den geoaunteu 
Faktoren zusammenBetzen , 

G(( + 2a>) —G{l) = c, 

G{i + 2ia)~G{t) = e', 
woraus durch Differentiation nach t folgt: 

Q'{t-\-'ia) -=G'{t), 
G-(t+ 2ia>')= G-(t). 
Hiemach wäre G'{() eine doppeitperiodische Funktion, welche im End- 
lichen nirgends unendlich wird. In der Funktionentheorie wird aber 
gezeigt, dafe eine solche Funktion notwendiger Weise eine Eonstante 
ist. Wir haben also etwa 

G-(() - 1 
und 
(7) e^-W^ke", 

wo k und l gewisse von t unabhängige Gröfsen sind, welche wir so- 
gleich näher angeben werden. 

Die eiplicite Form der Funktion «(() ist nun auf Grund der 
Oleichungen (6) und (7) bekannt. Fügen wir die analog gebauten und 
ebenso abzuleitenden Austlrücke für ß, y und ä hinzu, ao erhalten wir; 



(8) 






fr( t — i g) 
*(e — iu'i ' 



■('- 



-K'^'iU^ 



e(i + ,») 
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Wir sind damit zu dem Resultate gelangt: Unsere Farameter a, 
ß, y, d werden dai-gesteüt je durch dtien einfachen &- Quotienten, nu dem 
noch eine EjjxmentiaUp-öfsc utul eine Konstante <üs Faktor kimutritt. 

Ütrigena ist es nur nötig, zwei dieser Ausdrucke, etwa a und ß 
zu berechnen, weil alsdunn die beiden anderen Parameter als konjugiert 
imaginäre Grörsen mitbestimmt siud. 

Man bemerke uocli, dafs die hier eingescblagene Methode recht 
eigentlich dem schönen Prinzipe entspricht, welches Riemann in allen 
seineu Untersuchungen zur Geltung gebracht hat: Zuerst die Eigen- 
schaften der zu behandelnden P'unktionen zu diskutiereu und alles 
Formelmälsige bis zum Schlafs zurückzudrängen, wo es sich gleichsam 
von selbst aus den festgesteUten Eigenschaften der Funktionen ergeben 
mufs. So haben wir in der That unsere analytische Darstellung (8) 
als eine notwendige Konsequenz der vorbeigehenden TJntersucbungen 
über die Eindeutigkeit unserer Funktionen, Über die Lage ihrer Null- 
und Unendlichkeitastellen gewonnen. 

Um die prinzipielle Bedeutung der Ausdrücke (8) ins rechte Licht 
zu setzen, schicken wir einige historische Bemerkungen hinsichtlich 
der elliptischen Funktionen voraus. 

Ursprünglich verstand man seit Jacobi unter einer elliptischen 
Funktion ausschliefslich eine solche Funktion, welche bei Vermehrung 
des Argumentes um Periodenvielfache völlig ti^eändert bleibt. 

Man zeigt*), dafs eine so definierte eUiptische Funktion in dem 
von den Perioden 2 a und 2ia' gebildeten Rechtecke (oder allgemeiner 
gesagt, Parallelogramme) jeden Wert, insbesondere die Werte Null und 
Unendlich die gleiche Anzahl von Malen annimmt. Diese Anzahl (»} 
heilst der Grad der elliptischen Funktion. Femer beweist man, dafs 
zwisdien den Ai^umenten der in einem einzelnen Periodenrechteck 
gel^enen Nullstellen (a,) und denen der Unendlichkeitsstellen (6,) die 
Relation besteht: 

Sa,— X6, = 2fim + 2i>'<ii', 

unter fi und fi' zwei ganze Zahlen verstanden. Es ist nun immer mög- 
lich, eine eUiptische Funktion durch einen ^-Quotienten auszudrücken, 
in der Form: 

In der That besitzi. dieser Ausdruck vermöge der oben angegebenen 
Funktionaleigenschaften der ff -Funktion die gefordert« Periodicität 



') DieBO allgemeinen SilUe siail voll] tuetut von Liouville erkannt norden. 
Vgl. seine Kote: Sut les focctiona elliptiquea. LiouTÜles Journal, Bd. XX, 18G5. 
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wenn man noch die Gröfse l gleich — — wählt. Insbesondere bemerken 
wir noch, dal'a ein reiner O'-'QuotJent (( = 0) jedenfalls dann eine 
doppeltperiodische Funktion darstellt, wenn die Argumenten summe des 
Zählers gleich der des Xenners ist. 

Später hat Hermite*) darauf aufmerksam gemacht, dafa man 
namentlich in den mechanischen. Anwendungen auf allgemeinere ft-Quo- 
tienten geführt wird, zwischen deren Null- und Ünendliehkeitsstelleo 
die soeben angegebene Kelation nicht besteht, und dai's es der Mühe 
wert ist, diese Quotienten als selbständige Elemente in die Theorie 
einzuführen. Er belegt sie mit dem schon pag. 415 benutzten Namen 
der dliptischen Funktionen eweiter Art und unterscheidet die rein 
periodischen. Funktionen von ihnen als elHptisdic Friktionen erster Art, 
Eine elliptische Funktion zweiter Art ändert sich, wenn man das 
Argument t um Perioden wachsen läXat, je um einen konstanten Faktorj 
sie verhält sich, wie wir sagen, multiplikativ. 

Die Anzahl der im Zähler (oder Nenner) stehenden 9--Funktionen 
gieht allemal den Grad der Punktion an. Dabei besteht folgender 
Unterschied zwischen den elliptischen Funktionen erster und zweiter 
Art: £s giebi keine elliptiscften Funktionen erster Art ersten Grades; 
dagegen sind elliptische Funktionen nceiter Art ersten Grades sehr v?ohi 
möglich. 

Wäre nämlich bei einer elliptischen Funktion erster Art « = 1, 
so hätten wir im Feriodenparallelogramm nur eine Nullstelle und, 
wegen der für die a,, b, bestehenden Relation, eine mit jener zusammen- 
fallende Unendlichkeita stelle. Man könnte dann die ■&- Funktion des 
Zählers gegen die des Nenners fortheben, sodafs sich die Funktion auf 
eine Konstante reduzieren raüfstc. 

Diese Bemerkimg findet auf elliptische Funktionen zweiter Art 
keine Anwendung, weil bei ihnen die Relation zwischen den «, und b, 
in Fortfall kommt. Natürlich sind unter den elliptischen Funktionen 
zweiter Art diejenigen des ersten Grades die alle reinf ach sten und 
wichtigsten. Wir sehen nun: 

Unsere Parameter a, ß, y, S sind in der Hermiteschen Termino- 
logie gerade solcfie elliptische Funktionen zwmler Art ersten Grades. Die 
in kinematisdier Sinsic/U • änfaclistea Elemente der Kreiselbewegung er- 
scheinen also auch in der analytischen Darstellung so einfacfi tote irgend 
imgUch. 

Nicht so einfach — und darin beruht gerade die analytische Über- 
legenheit unserer Parameter — stellt sich die eiplicite Darstellung der 

*) U der pag. 151 citiertea Schrift. 
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Eulerschen Winkel <p, fi>, & oder richtiger ihrer trigonometrischen 
Funktionen. 

Die Funktion co9d' = M(i) haben wir schon im vorigen Para- 
graphen betrachtet. Diese Funktion ist, da sie bei Vermehrung des 
Ai^mentes um Perioden völlig ungeandert bleibt, eine elliptische 
Funktion erster Art, aber nicht vom ersten Grade (doppelperiodische 
Funktionen ersten Grades sind ja nach Obigem überhaupt unmöglich), 
sondern vom zweiten Grade. In der That sieht man sofort, dafa uQ) 
an zwei (verschiedenen oder zusammen fall enden) Stellen des Perioden- 
rechtecks null und unendlich wird. Dem Punkte m ^ der u-Ebene 
entsprechen nämlich auf der Riemannachen Fläche zwei verschiedene 
Stellen, eine im unteren und eine Im oberen Blatte, und daher auch 
in jedem Pen öden rech tecke der (-Ebene zwei verschiedene Punkte. Die 
Stelle M = OD andrerseits ist ein Verzweigungspunkt; ihr Bild in der 
(-Ebene (( = iro') ist daher doppelt zu zahlen. Dementsprechend 
werden in der Darstellung der tVnktion u{t) vier d-Funktioneu auf- 
treten, zwei im Zähler und zwei (unter sich gleiche, mit dem Argumente 
t — im') im Nenner. 

Ahnlich hegt die Sache bei dem Winkel ^. Zunächst werden wir, 
da der Multiplikator der logarithmi sehen ünendlichk ei tss teilen von ^ 
nach pag.40ü +-5- beträgt, statt ^ lieber 2i^ betrachten. Dadurch 
kommen wir auch hier zu dem Multiplikator + 1 zurück. Gehen wir 
nun zu der zugehörigen Exponentialfunktion ^'^ über, so zeigen wir 
ebenso wie bei den k, ß, y, S, dafs diese Funktion auf der Riemann- 
schen Fläche unverzweigt und in der (-Ebene daher eindeutig ist. 
Ihre Null- und Unendlichkeitsstellen sind nach Früherem bekannt. Da 
lii für M = + 1 logarithmisch unendlich wird, so verschwindet e*'^ 
auf der Riemannschen Fläche an diesen beiden Stellen je in einem 
der beiden Blätter und wird in dem anderen Blatte von der ersten 
Ordnung unendlich. 

Die entsprechenden Stellen der /-Ebene sind die Punkte + ia 
und + ih (bez. die äquivalenten Stellen). Auf diese vier Stellen ver- 
teilen sich also die Null- und Unendlichkeitsstellen von ii. Dement- 
sprechend wird sich die analytische Darstellung aus den fr-Firnktionen: 
9{t-\- ia), &it — ia), #(( + 16), *,(( — ih) in dem Sinne zusammen- 
setzen, dafs zwei dieser Punktionen im Zähler, zwei im Nenner auf- 
treten. Wir haben es also jedenfalls mit einer dliptisdien Fmtktion 
Bwdten Grades zu tbun. Aus den Eigenschaften des elliptischen In- 
tegrales für tli folgt femer, dafs e^'f beim Übei^ang zu einem anderen 
Periodeorechtecke der /-Ebene nicht ungeandert bleibt, sondern sich 
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mit einem von t unabhäagigen Faktor multipliziert, c^'"*' stellt also 
wieder eine elUplische Ftuiktion zweiter Art dar. 

BeriickBichtigen wir noch, dais der Winkel ip sich ätmlich verhält 
wie ifr, so können wir zusammenfassend sagen: 

Die trigonamdrischai Funktitmen 

coK fr, cos 21/) -j- 1 sin 24', cob 2^ -|- i sin 2^) 
der Eulerschen Win!i-el sind nicht, wie unsere Paraimtcr a, ß, y, S 
elliptische Funktionen ersten, sondern zweiten Grades (und zwar teils von 
der ersten, teils von der eireitm Art). 

Übrigens können wir auch direkt die Darstellung der vorgenannten 
trigonometrtscben Funktionen auf die Darstellung der er, ß, y, d durch 
■fr-Quotienten zurückführen. Wir brauchen zu dem Zwecke nur die 
Sclieioata (7) und (9) von pag. 20 und 21 zu vergleichen. Aus der 
letzten Horizontal- oder Vertikalreihe ergiebt sich nümlicb: 
[cosfr = ttd + ßy, sinfr = y— 4aßyä, 

\ '^ yi' ^ pi 

Mit Rücksicht auf (H) haben wir in diesen Gleichungen die cxplicilc 
Darstellung der Eulerschcn Winkel als Funktionen der Zeit vor uns. 

Um diese Betrachtungen abzUBchliefsen , haben wir noch die Be- 
stimmung der Konstanten kt und If aus den Gleichungen (8) nach- 
zutragen. 

Zunächst zeigen wir, dafs sich dieae Eonstanten paarweise auf 
einander reduzieren lassen, dals wir nämlich haben; 

Die beiden letzten Relationen ei^ebcn sich folgen de rmafsen: Wir 
setzen in (8) i = und erhalten zunächst, unter «„, ß^, y^, ä^ die 
Anfangswerte von a, ß, y, d verstanden: 

k =S fr(+^»') 

Die a„, ß^, y^, S„ können wir nach den Uefinitionsgleichungen (8) 
von pag. 21 durch die Anfangswarte frg, <p^, lii^ der Eulerachen Winkel 
ausdrücken. Von diesen sind aber die Üröl'sen <p^, tl>g, welche die 
Anfangslage der X- und x-Axe gegen die Knotenlinie angeben, gänz- 
lich willkürlich. In der That liängt der Charakter der eintretenden 
Bewegung in keiner Weise davon ab, wie wir die X-Äze in der 



Duätellung der a, ß, 

Äquatorebene des KreiBeU und die a:-Äxe in der Horizontalebene 

orientieren. Ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, können wir 
also etwa anfangs die X- und x-Ase mit der Knotenlinie zusammen- 
falleu lassen, d, h. y^ = if'u = nehmen.*) Dann aber zeigen die ge- 
nannten Gleichungen von pag. 21, dafa «^ ^ tf,,, ßo='ya ''^^- Gleiah- 
zeitig wird nach (10) mit Rücksicht darauf, dafs die hier vorkommenden 
9 -Quotienten paarweise gleich sind, wie behauptet wurde, 

Die beiden ersten Eelationen (9) folgern wir daraus, dafa die Pro- 
dukte ai und ßy leicht angebbare doppeltperiodische Funktionen sind. 
Wir haben nämlich (wieder nach den Gleichungen {8} von pag. 21): 

(11, »J-^, ß,-'-^- 

Die beiden rechts stehenden Grofseai sind aber ebenso wie m selbst 
doppeltperiodisehe Funktionen. 

Wir wollen ihre Darstellung durch ff-Funktionen angeben. Es 
verschwindet — - — , wennM= — 1, d.h. (^ + ia. Ebenso verschwindet 
— 2 — , wenn it = + 1, d.h. i= + (öj — ib). Femer wird sowohl 

— s — wie — 5 — unendlich, wenn u = oo, d. h. ( = + iw' ist. Wir 
bilden nun die ^-Quotienten 

*(( + i«-)»(t - »<»■) """ *((-!- i«.-) »{t- ia.') 

Dieses sind, (da beidemal die Äi^^umentenaumme des Zählers gleich 
der des Nenners ist), direkt doppeltperiodische Funktionen von den- 
selben Null- und Unendlichkeitss teilen wie — ^ — ^^^ — o — ' ^"n 
diesen können sich unsere ^-Quotienten nur je um eine Konstante 
unterscheiden. Wir achreiben dalier 

l"- t _).-»»(' + '° -ib)»{ t-a-i-ib) 



') Wollten wir diese Tereiofacfaende Annahme nicht machen, lo wfirden die 
a, ß, •/, 8 in den ScLlurefomielu je mit einem Faktor vom absoluten Betrage 1 
behaftet erschein en , nSjnlich bez. mit 



welcher notwendig unbestimmt bleibt und fär alles Folgende belanglos 



r» = 



Kreisel bewegung durch eUiptische FunktioiieD, ^^^^^^| 

«D Konstanten k* und k'^ ergeben sich leicht, ^H 
Gleichung (13) etwa l ^= a -\- ib und dement- ^H 
der zweiten t = ia und u ^ — 1 setzen. Dann ^H 

»( « + iw- 4- ib) » («.-.»' + 16) ^M 

*(n, -)- Va + .6) fr{a> - ta + ft) ^ 
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Die hier eingeführten Konstanten fc' und k'^ 
wenn wir in der ersten Gleichung (12) etwa t - 
sprechend w ^ + Ij '" tler zweiten ( ^ ia und 
crhaltOD wir nämlich 

_^ fr( a» + iai'4- t6)#(ro 

(18) 



Nunmehr tragen wir dieae Werte ron 



« + l 



und - 



in (11) 



ein und setzen gleichzeitig für aS und ßy die aus (%) eich ergebei 



Ausdrücke. Dann heben sich die \ 
und wir erhalten: 



1 t abhängigen #- Quotienten heraus 



Es muTs also sein 









-0 



Die erste Reihe liefert die Bestätigung der in den Gleichungen (9) 
ausgesprochenen Behauptung, Die zweite Boihe giebt mit Rücksicht 
auf dieselben Gleichungen: 

(14) /.', = fi\ = Je, A-, = Aj = k'. 

Die BcstimmuiUf der Koiistnitirn /,-,■ ist damit geleiskt: es erübrigt nur 
noch, ein Wort über die Vorzeichen zu sagen, mit denen die Quadrat- 
wurzeln in k und k' gerechnet werden sollen. Dieselben ergeben sich 
aus den Anfangswerten der a, ß, y, d. Da y,, und i'^ gleich Null 
genommen wurden und ° jedenfalls einen spitzen Winkel bedeutet, 
also cos ~ und sin -^ positive GrÖ&en sind, so wird nach den Definitions- 
gleichungen der et, ß, y, 6 von p^.21 a^ positiv reell, ßg positiv imaginär. 
Die Vorzeichen von k und k' sind also so zu wählen, daTs sich fOr 
( ^ aus den Gleichungen (^) von pag. 420 ein positiver Wert von a 
und ein positiv im^närer Wert von ß ergiebt. Berücksichtigt man 
nun, dafs, unter r eine positive reelle Zahl < 2o)' verstanden, 9(-f-") 
positiv imaginär, ■&( — ix) negativ imaginär, ■ff(o) + ji) positiv reell, 
#( — (o + ir) negativ reell ist, wie leicht aus der Reihe (3) zu schlielsen 
ist, so erkennt man, dafs k und, k' beide reell si»ä, und dafs k mit 
posilivem, k' mit negativem Vorzeiclien zu rechnen sein tvird. Diese Vor- 
zeichen bestimm ung wolle man für das Folgende, wo wir nicht ausdrück- 
lich darauf zurückkommen werden, im Gedächtnis behalten. 
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Schliefalich haben wir noch die gemeinsamen Werte der Konstanten 
ii und — 1^ , sowie ^ und — ig zu finden. 

Zu dem Zweck differentüeren wir die erate der Gleichungen (8) 
logarithmisch. nach t und finden zunächst: 



(15) 



k 



»•('- 



»■y- 



O 



fr(t— io) ' *(( — iot') 
Hier setzen wir für / irgend einen speziellen Wert ein, z. B. ( = ia. 
Dann zerstören sich rechteriiand, wie wir sogleich nachweisen werden, 
die heiden ersten Tenne gegenseitig und es ergiebt sich 



(16) 


ff(ia-i 


') ■ 








Für t = ia wird nämlich « = — 1 , 


so dal 


wir 


nach dem Taylor- 


sehen Satze haben: 












(17) .+ 1 


^C(t-ia)-f-..., 


c = 


d«\ 


=.-.■ 




Ferner schreiben w 


il log a d log a 
dt du 


du 
-dt- 






1 


Es wird aber nach 


pag. 402 für M 

d lOR « 1 


1 
T 






1 


bis auf Terme, die 


mit w + 1 verschwinden. 


Wir haben 


also mit 



Rücksicht auf (17) 

/rfJog_ür\ _ 1 (du\ _ c _ 1 

^ dt A=.^ w-l-l \dt/,=ia u-\-l t — i'i 

Gleichzeitig wird, da die ft-Funktion eine ungerade Funktion ihres 
Ai^umentes ist, die mit ihrem Argument von der ersten Ordnung ver- 
schwindet: 



\&{t- 



"V, 



abermals bis auf Terme, welche mit ( — ia oder u + 1 verschwinden. 
Die beiden unendlich werdenden ersten Tenne in Gleichung (15) beben 
sich also in der That für l ^^ ia gegenseitig auf und es ergiebt sich 
für f, der in (lö) angegebene einfache Wert. 

In ganz entsprechender Weise findet man für Zg den Wert 



i (16-) 

Di 
I zeugt, 

fc #-Funl 



- ^'i" 



L) 



*(a> - 
Die somit bestimmten Gröfsen h sind, wie man sich leicht über- 
zeugt, sämtlich rein imaginär. Aus der Definitionsgleichung (3) der 
*- Funktion folgt nämlich, daCs diese Funktion für ein rein imaginäres 
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Argament selbst rein ima^när iatj und daTa gleichzeitig ihr DifTerential- 
quotient reell wird. Dasselbe findet statt, wie ebenfalls aus Gleichung (3) 
ersiulitlieh, wenn der reelle Teil de» Arg«meiit*'a (wie in dem Aus- 
drucke von /j) gleich — to ist. Wir schreiben daher, indem wir unter 
l und /' zwei reelle Gröfsen verstehen, l, ^ il, l^ ^ iV. 

Die vollständige Tabelle der Konstanten h und k,-, durch welche 
unsere letzten Resultate zusammengefalst werden, lautet nun folgender- 



l; — J- , *, — *■ , *, — r, l; = t 

i,-ii, 1,-if, i,--ü; i,-~-ü 

»(. + >.-+il)»(.-i.'+i!.) ,,, »(i« + i.')»(ia 




-(•■) 


«(. + ia + .-!.)e{— .-a+il,). ' -»(. + (.+«).(.- 


-.0 + «) 


, .»•(■,.■-(») ., .•■(.■•■_. + 1») 




■ ' ff(|-«'-.o) ' ' *(iia'-» + i6) 





(18) i- 



Tragen wir diese Werte der Konstanten in die Farmein (8) von 
paff. 420 ein, so sind unsere Farameter a, ß, S, y in sehr übersieht- 
lidwr Weise als FunHioneti von t dargestdU. 

Hinaichtlieh der Konstanten des Problems kann man dabei noch 
einen doppelten Standpunkt einnehmen. 

Man kann erstens, wie es in den früheren Entwickelungen stota 
geschah, diejenigen GrSfsen, durch welche die Anfangslage und An- 
fangsbewegung sowie die Massenverteilung des Kugelkreisels gegeben 
wird, als die fundamentalen Konstanten des Problems ansehen. Es 
waren dieses die Gröfsen e, n, N, P und A, wobei es aber, wie mau 
leicht erkennt, bei den letztgenannten vier GrÖfsen nur auf die Ver- 
hältnisse n:Nif\Ä ankommt. Diese vier Gröfsen stellen also zu- 
sammen mit e nur vier wesentliche numerische Daten vor. Wir wollen 
diese vier Daten die ,filet»enUiren Konstanten des Problem^' nennen. Von 
diesem ersten Standpunkte aus hätte man, bevor man unsere Schlufs- 
formeln anwenden kann, die mit at, a', a und b bezeichneten Werte dea 
Integrals erster Gattung aus den elementaren Konstanten zu berechnen, 
wofUr die geeigneten Methoden im vierten Kapitel entwickelt sind. 

Man kann zweitens aber auch eben diese vier Integralwerte ate 
die fundamentalen, den Kugelkreiael charakterisierenden Daten ansehen 
und kann diese in ganz beliebiger Weise als reelle Gröfsen vorgeben. 
Wir nennen diese vier Gröfsen kurzweg die „Iranscandetikn Konsfanten 
des Problems". Von diesem zweiten Standpunkte aus ist die Kenntnis 
der elementaren Konstanten für die Beherrschung der Bewegungen 
überflüssig, da in den Schlufsformeln nur die als gegeben angenommenen 
transeendenten Konstanten vorkommen. Übrigens lassen sich umgekehrt 
jene aus diesen mit Hülfe von &-ileihen jederzeit berechnen. 



% i. Dantellang d«r «, ß, y, 9 dnirli «-Qnotieiitan. 439 

Das Vomiistellen der elementaren Konst»nt«n liegt allerdiags in 
geometrischer und mechanischer Hinsicht zunächst näher. Indessen 
bringt die Bevorzugung der tranacendenten Konstanten in analytischer 
Hinsicht den Vorteil gröfserer Symmetrie nnd Einfachheit mit sich, 
so dafa wir von den beiden eben genannten Standpunkten den zweiten 
als den höheren und analytisch befriedigenderen bezeichnen möchten. 
Er wird namentlich in den späteren Paragraphen dieses Kapitels für 
uns mafsgebend sein. 

Zum Schlafs einige historische Notizen. 

Als erster hat sich mit der Darstellung der Bewegung des schweren 
Kreisels durch elliptische Funktionen Jacobi*) beschäftigt. Indessen ist 
er nicht dazu gekommen, seine Resultate zu publizieren. In der Litteratur 
wird der Gegenstand im Anschlufs an Jacobi zum ersten Male von 
Lottner**) behandelt, der auch die bezüglichen Teile des Jacobischen 
Nachlasses herausgegeben hat. Beide Autoren gehen darauf aus, die neun 
Richtungscosinuase, welche die Äsen des beweglichen mit dem festen Ko- 
ordinatensystem***) bilden, durch fr-Funktionen auszudrücken. Wir haben 
die Darstellung der neun U ichtun gscosiuusse auf Grund unserer Dar- 
stellung der u, ß, y, ö unmittelbar in der Hand. Wir brauchen nur 
die Werte der letzteren in das Schema (9) von pag. 21 einzutragen, 
wobei sich elliptische Funktionen zweiter Art zweiten Grades ergeben 
würden, und Reelles und Imaginäres zu trennen. Da dieses Verfahren 
indessen den Übergang von dem Einfacheren zum Komplizierteren be- 
deuten würde, so können wir auf seine Durchfuhrung filglich verzichten. 

Ganz nahe der Einführung unserer a, ß, y, ö kommt Hr. W. Hefst) 
in einer Arbeit „Über das Gyroskop". Gegen Ende derselben findet 
sich als Resultat ziemlich imif angreich er, an die Lottnerscbe Darstellung 
an schlief sendet Rechnungen die Bemerkung, dafs die „Elemente der 
Euierschen Rotation", d. h. in unserer Bezeichnung die Quateniionen- 
gröfaen 

Ä-i ^^. B~=l±^, C-=4a, D-^ 

*) NoaveUe throne de la rotation d'im Corps de n-vulution grave etc. udiI 
Sur la rotatJon d'un corps etc. Ges. W. Bd. 11, p. 477 und *9S, 

**) Redaktion eines schweren, um einen festen Punkt rotierenden ßevolutioiiB- 
kUrpera auf die elliptischen Tranacendenten, Crelles .lourn. Bd. 50, 1H&5. 

"•) Genau genommen handelt ea aich bei Jacobi und Lottner um tviei Aien- 
kreuze, welche sich relativ gegen die genannten mit gleicbfSrmiger Geschwindi);- 
keit am die Z- bez. e-Aie drehen. Die Einführung dieaer EoordinateDayateme 
entspricht lum Teil der Reduktion des schweren afnunetriacben Kreisels auf den 
Kagetkreiael , zum Teil der Absondenmg eines Präcessiontbeatand teils von dem 
rein periodischen Nutationsbestandteile der Bewegung. 

-)') Math. Aunalen Bd. 29, 1887, vgl. insbesondere die beiden letzten Seiten, 



bewegmig d 






ein viel einfacheres Gepräge zeigen, wie die Hichtungscosiaus, welche 
Jacobi und Lottner betrachten, „indem erstere nur von je einem, 
letztere dagegen von zwei konstanten Parametern abhängig sind", d. h. 
in unserer Terminologie, indem erstere im Wesentlichen elliptische 
Funktionen ersten, letztere dagegen zweiten Grades sind. Indessen hat 
der Verfasser aus dieser Bemerkung keine weiteren Konsequenzen ge- 
zogen, wie denn die QuatemionengröJäen hier nur ganz beiläufig und 
keineswegs als Grundlage der Theorie auftreten. 



§ 5. Die Bahnkurve der EreiBelspltze, Polhodie- und Herpolhodie- 
knrve u. a. w., dargeatellt durch ^-Quotienten. 

Die im vorigen Part^j^raplieii gegebenen Formeln enthalten tm- 
plicite die Beantwortung aller Fragen, welche die Kreiselbewegung 
betreffen. Es kann sich im Folgenden nur noch darum handeln, die 
Konsequenzen der allgemeinen anal _>i,i sehen Darstellung bezüglich einiger 
besonderer Punkte ausdrücklich hervorzuheben. 

Unser Hauptinteresse haben wir früher auf die Schildening der 
„Bahnkurve" gerichtet. Wir wollen daher auch hier zunächst nach der 
Bahnkurve der Kreiselspitze fragen. Wir werden sehen, dafs ihre Glei- 
chung mit Hölfe der ■&- Funktionen äuTserst elegant herauskommt. 

Dabei haben wir jetzt die geometriscb-funktionentheoretischen Me- 
thoden des ersten Kapitels (vgl. § 3 desselben) wieder aufeunehmen, 

Wir betrachteten dort {vgl. pag. 29) zwei vereinigt gelegene Ein- 
heitakugeln mit dem Mittelpunkte in 0, eine im Räume und eine im 
Kreisel feste, welche im Kiemannschen Sinne Träger je einer komplexen 
Variabein A und A waren. Die Variable X, welche den Punkten der 
im Räume festen Einheitskugel zugeordnet war, hing mit den recht- 
winkligen Koordinaten xifz dieser Punkte durch die Gleichung za- 
Baramen (s. pag. 28, Gleichung (11)); 

(1) '-^'- 

Ebenso lautet die Beziehung zwischen der Variabein A und den 
rechtwinkligen Koordinaten X YZ der im Kreisel festen Punkte der 
zweiten Einheitskugel: 

(•■) '^ = ^^'- 

Endlich aber besteht zwi.schen den Variabein k und A, weiche je 
zwei momentan zusammenfallenden Punkten der beiden Kugeln ent- 
sprechen, die folgende einfache Relation: 

W * — TTT+J. 
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in der die a, ß, y, S dieselben GrÖfeen sind, die wir im vorigen 
Paragraphen als Funktionen von ( darstellten. 

Um TOD hieraus zur Balm kurve der Kreisel spitze zu gelangen, 
setzen wir in (1') die Koordinaten X, Y, Z der Kreiselapitze , nämlich 
X = 0, Y=0, Z=-i- yi — X^—Y^ ein, wobei A = oq wird. Ver- 
möge dieses Wertes geht Qleichimg (2) über in 

>l = ^- 
7 

Hier tragen wir die Werte von a und y aus dem vorigen Para- 
graphen ein und erhalten zunächst 

fr(^ — ta) fr(t -f tm ") 



A = ^,c.-|'-f-''. 



* (( + a> — «6) «■ (t - 



Berücksichtigen wir noch die Funktionalgleichungen der fr -Funkt Ionen, 
so können wir setzen: 



(3) 



»»+' 



»■(« 



ib) _ 



e<i-iV) 



>■(.,. 



■') 



Somit wird bei richtiger VoReichenbestimmung (vgl. pag. 426 unten) 

.JC.... »(■—■') 

- ?1^ 



(4) 



o," + ib) ^ 



fr(io 



»■) 



= / + r - - • 



Dies ist die gesuchte Gleichung der Bahnkurve. Wie wir sehen, 
bestimmt sich die Bahtikttrve der Kreisds^tee wieder durch eine cUtpHsche 
Funktion eweiter Art ersten Grades. 

Um die einfache geometrische Bedeutung unserer Darstellungs- 
weise zu verstehen, erinnern wir an die geometrische Bedeutung der 
komplexen Variabein l. Wir bezogen die Einhcitskiigel, deren Punkte 
durch die Variable k unterschieden waren, mittels stereo graphischer 
Projektion vom Nordpol der Einheitskugel auf ihre Äquatorebene. Als- 
dann war A derjenige komplexe Wert, welcher dem stereographischen 
Bilde des einzelnen Kugelpunktes nach der Üblichen Gaufsischeu Deutuug 
der imaginären Gröfsen zukommt. Wir brauchen / nur in einen reellen 
und imaginären Bestandteil aufzulösen, um die rechtwinkligen Koordi- 
naten des stereographischen Bildpunktes in der Äquatorebene zu er- 
halten. 

Die Gleichung (4) liefert dafier direkt das ebene stereograpitischc BUd 
der im Jiaunie verlaufenden Bahnkurve: sie kann unmitteWar als Unter- 
lage für die seichnerische Darstellvmg der BaJmkurve in stereographischer 
Projektion dienen. 



Wir erinnern femer daran, dals (vgl. pag. 207) für die Zwecke 
<Ier Zeichnung die etereographische Projektion vor der aonat üblichen 
orthographischeu gewisse Vorzüge voraus hat. Eh ist erfreulich, dafa 
unaere analytische Daratellung der Bahnkurve aicb gerade mit dem 
praktischen, Bedürfnisse der Zeichnung deckt. 

Vergleichen wir hiermit diejenige Darstellung der Bahnkurve, welche 
der orthographischen Projektion auf die Äquatorebene entspricht. 

Wir gelangen üu dieser, wenn wir nach den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X, y, i der Kreiselapitze im Räume fragen; sehen wir hier 
von der dritten Koordinate z ab, so bestimmen una die beiden Übrigen 
die gevrilnachte orthographische Projektion. Übrigens empfiehlt es sich, 
von den x, y aelbst zu der komplexen Verbindung derselben 6^*+*? 
(oder ij ^ — x-\- iy) im Sinne von pag. 20 überzugehen, alao auch das 
orthograph lache Bild der Kreisel spitze, wie vorher das atereo graphische, 
durch eine in der Aquatorebene ausgebreitete komplexe Variable fest- 
zulegen. 

Nun lauten die Koordinaten der Kreiselspitze in dem mit dem 
Kreisel fest verbundenen XyZ- System bez. X^ y= 0, if ^ 1. Die 
zugehörigen pag. 20 definierten komplexen Verbindungen werden daher 
£ = H = 0, Z = — 1. Den gesuchten Wert von £, ausgedrückt durch 
unsere b, ß, y, d entnehmen wir darauf dem Schema (9) von pag. 21. 



Er wird 



£ = 



-2aß. 

Tragen wir hier die Werte von « und ß ein, so erhalten wir als 
Gleichung der Bahnkurve in orthographischer Projektion die folgende: 

., »(t— io)g(t — m+ ih) 



(5) i^K^'- 



r=— 2itifc', L = i-\-i'. 



Diese Darstellung steht ersichtlich der trUheren au Einfachheit nach. 
Die Balmkurve in orÜiographischer Projektion bestimmt sich durch «n« 
elliptische FnrAtitm (eweiter Art) sweilen Grolles, während sie bei sterm- 
grapliischer Projektion <Iurch eine elliptische Funktion ersten Orcuies, einen 
einfachen &-Quotienti'n, gegeben unrd 

Dal's dieser Umstand nicht zu unterschätzen igt, wird im folgenden 
Paragraphen klar werden, wenn wir uns zur numerischen Berechnung 
der Bahnkurve wenden, Da wir in (5) vier (resp. drei verschiedene) 
#-Werte, in (4) dagegen nur zwei solche Werte nötig haben, so wird 
die Recbenarbeit bei orthographischer Projektion der Bahnkurve naljexu 
die doppelte von der Arbeit, welche die Berechnung der atereographisch 
projicierten Bahnkurve verursacht. 

Die Darstellung (5) hat Hermite in seiner p. 151 citierten Schrift 
bei der Behandlung des sphärischen Pendels gewählt. 



(4') 



X=K(f'- 



§ 6. Die BabnVnrve der Kreüelspitee eto. 

Ütrigens hatten wir in den Figurenserien von Kapitel IV als 
Projektionscentrum bei der atereographi sehen Abbildiing nicht den 
Nordpol, sondern den Südpol der festen Eiuheitakngel gewählt. Ea 
empfiehlt sich dies immer dann, wenn die Bahnkurve gana oder haupt- 
sächlich auf der nördlichen Halbkugel verläuft, weil sonst das stereo- 
graphische Büd übermäfsig vergröfsert und verzerrt erscheinen würde. 
Wir können aber leicht von der einen Projektionsart zu der anderen 
übergehen. Geometrisch erreichen wir dies durch eine sog. Inversion 
am Einheitskreise der xy-Ebene; dem entspricht analytisch, dafs wir 
den Wert der komplexen Variabein k ersetzen durch den konjugiert 
reciproken Wert 1 : X. Nehmen wir diesen Übergang in Gleichung (4) 
vor, so ergiebt sich für die stereographisehe Projektion vom Südpol 
die folgende Darstellung: 

,,ff((_+_cu_-M6). 
*(t + .-a) ' 

#(oj + tm — 16) ' ' m 

Ohne die geringste Mühe können wir nun auch die Bahnkurve 
angeben, welche ein ganz beliebiger Punkt des Kreisels bei der Be- 
wegung beschreibt. Wir wollen der Kürze halber annehmen, dafs der 
betreffende Punkt von den Abstand 1 habe, so dafs er dauernd mit 
einem Punkte der beweglichen Kugel zusammenrällt. (Im anderen 
Falle brauchten wir die anzugebende Formel nur mit der Entfernung 
des Punktes vou zu multiplizieren.) Wir charakterisieren dann die 
Lage unseres Punktes auf der beweglichen Kugel durch den komplexen 
Wert A ^ Ap in der früher beschriebenen Weise. Die wechselnden 
Lagen des Punktes im Räume, d. h. die gesuchte Bahnkurve bez. ihr 
durch stereographische Projektion vom Nordpole erhaltenes ebenes Ab- 
bild wird darauf nach Gleichung (3) gegeben durch 

(«' '-^^^ 

Die in Gleichung (6) enthaltenen Ausdrücke sind bei beliebigem 
Afl nicht mehr direkt elhptische Funktionen erster oder zweiter Art, 
sondern nur mehr lineare Kombinationen von solchen, ^ 

Die vorstehenden Ent Wickelungen gelten wie alle Resultate dieses 
Kapitels zunächst nur für den Fall des Kugeikreisels. Wir können 
aber von hier aus nach § 5 des vierten Kapitels sehr leicht zu einem 
symmetrischen Kreisel übergehen, welcher dasselbe äquatoriale Träg- 
heitsmoment A wie der KugeLkrei»el und ein beliebiges Trägheits- 
moment C um die Figurenaxe hat; dies soll an den Gleichungen der 
Bahnkurve wirklich ausgeführt werden. 

Klein-SommDr 
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Zu dem Zwecke haben wir nach pag. 234 die Oeschwiudigkeits- 
koordinate ip' des Kugelkreisels um die konstante Orölse 

welche wir mit c bezeichnen w^oUen, zu vermehren, während & und ^ 
uageändert bleiben. Die entsprechenden Änderungen der a, ß, y, S 
bestehen (vgl. die ursprüngliche Definition dieser Öröfsen auf pag. 21) 
darin, dafs wir 





. 


f 


' 


mit 


.+ T' 


TT' 


.+T' 



m 



multiplizieren. Infolgedessen lautet die Gleichung für die Bahnkurve 
eines Punkte» \ beim symmetrischen Kreisel folgeDdermafsen: 



A-= 



y«-"A. + *' 



wo die a, ß, y, 6 die Werte dieser Parameter beim Kugelkreisel be- 
deuten. Insbesondere ergiebt sich für die Bahnkurve der Kreiaelspitze 
(Aj ^ Ott) beim symmetrischen genau dieselbe Gleichung wie beim 
Kugelkreisel — wie dies nach § 5 des vierten Kapitels selbstverständ- 
lich ist, — 

Wir geben jetzt dazu über, in ähnlicher Weise die Gleichmgen 
dar Polhodie- und HerpotMdiekurve des Kugetkreisds abzuleiten, d. b. 
derjenigen Kurven, welche der Endpunkt des Drehungsvektors im Körper 
und im Räume beschreibt. Die Koordinaten dieses Punktes bezeichnen 
wir wie früher mit 

P, q, r oder w, x, p, 

je nachdem wir sie auf das im Kreisel oder im Räume feste 8yst«ra 
beziehen. Dabei sind die dritten Koordinaten r und q beim Kngel- 
kreisel natürlich konstant, da sie aus den Impulskomponenten N und n 
durch Division mit dem Trägheitsmomente A hervorgehen. Die beiden 
ersten Koordinaten fassen wir in die komplexen Verbindungen i> + i?, 
n -\- ix zusammen und entnehmen die Ausdrücke dieser OrÖfsen sowie 
der Konstanten r und p durch die a, ß, y, d den Gleichungen (6) 
und (ö) von pag. 43, 44: 



w 
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' + " = 2-(+('S-"xf). 

Setzet! wir hier die Werte der k, ß, y, S ein, so haben wir die 
explicite Darstellung der Koordinaten von Polhodie- und Herpolhodie- 
kurve vor uns. Die beiden ersten Gleichungen für sich betrachtet, 
liefern uus dabei die orthographiache Projektion der Polhodiekurve auf 
die Äquatorebene des Kreiaela bez. der Herpolhodiekurve auf die Hori- 
zontalebene. Die beiden letzten Gleichungen bestimmen gleichzeitig 
die Höhe, in welcher unsere Kurven über der Äquatorebene bez. über 
der Horizontal ebene verlaufen. 

Wir wollen zeigen, dafs sich die vorsteJutulen Gleichungen in sehr 
lienurh-nswerkr Weise eusammeneieken. Betrachten wir z, B. p + iq: 

Wir schreiben 

(») p + Ui = 2ißse 

und überzeugen uns zunächst, dafs «He GrÖfse 

a rf log a d log |3 

^ Tt dV~ 

eine doppeltperiodische Funktion zweiten Grades ist. Wir bemerken 
nämlich allgemein, dals die Funktion 

d\og»(t-t,) 
de 

nach den Funk tional gleich un gen der ft- Funktion überhaupt imgeändert 
bleibt bez. sich um — — additiv vermehrt, wenn wir zum Argument 
2m bez. 2ia' hinzufügen. Mithin wird die Differenz zweier solcher 
Funktionen jedenfalls eine doppeltperiodische Funktion. Ans aolchen 
Differenzen und konstanten Gliedern setzt sich aber unsere GrÜfse 
zusammen. 

Der esplicite Ausdruck von 6 läfst sich den Oleichongen (8) und 
(IS) des vorigen Paragraphen zufolge nach einigen leichten fieduktioneD 
folgen dermafsen schreiben : 

fl _ _ *:{•«_- «"•■) , »'{- + 'fc -'•"•) , 9-(t + ia ) __ »•(t^a. + .-6) 
" ttiia — im') ">" V{fl. -fift— tot) '•" #(( + ia) v{t — a> + iit) ' 

Die im Periodenrechteck gelegenen Unendlichkeitsstellen von 
sind hiernach ersichtlich / = — ia und / = ro — ih. Ferner werden 
die Nullstellen sein 

( ^ — ia' und t ^ a -{• ia' — ia — ib\ 
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im ersteren Falle kompensieren Bich nämlicli dae erste und dritte sowie 
das zweite und vierte Glied, im letzteren Falle das zweite und dritte 
sowie das erste und vierte Glied. 

Hiernach können wir unserer Gröfse auch die Gestalt geben: 

T 9(1 + in, - ) g(( - m — lo.- + ia -j- ib) , 



e = 



^ ' " "^ *(( + ifl)*((-o)4-t6) 

der rechts stehende Ausdruck ist nämlich, da die Ärgumentensumme 
des Zählers gleich der des Nenners ist, eine doppeltperiodische Funktion 
von denselben Null- und Uiieudliehkei tasteilen wie Ö. Die hinzugefügte 
Gröfse C ist eine Konstante. 

Gleichung (9) nimmt nun folgende einfache Gestalt an; 
, e(i — m — la'+in + it) 



(11) 



p-\'iq = Ke'<''- 



«■((- 



"') 



Um die Konstante .ST zu bestimmen, in welche die soeben benutzte 
noch unbekannte GrSfse C eingeht, vergleichen wir die Werte von 
p •{- iq aus (11) und (8) für einen geeignet gewählten Zeitpunkt t. 
Wir haben z. B, für ( = — ia 



*{- 



also wini Dach (6) 

p-\- iq = 2ikk'tf'-' 

andrerseits ergiebt sich aus {11} 

J) + iig = K^'' 

mitbin folgt 

K—2ikk' 



»■(0) 



+ ("•)' 









,ti+« + i^--n). 






noob fllr k und k' die Werte aus den Qleicbungen (18) 



Setzen wir endlic] 

von pug. 42H ein, so erbalten wir einfach 



(II') 



ä:=. 



— 2fr'( 0) 



e(» + ''<' + '6) 

Durch die Gleichungen (11) und (11') ist die Polhodiekurve in 
orthographischer Projektion dargestellt. Wir heben die Einfachheit 
dieser Darstellung besonders hervor, indem wir bemerken: 

Die komjAexe Variiibk, welche die senkrechte Projektion des Drehuttgs- 
vekiors auf' die Aqualarebene des Kreisels bestimmt, ist wieder direkl cmc 
dlipHscIie Funktion zweitem Art ersten Grades. 

Um auch die dritte Komponente r, welche, wie bemerkt, konstant 
1= -I ist, durch unsere t ran sceii deuten Konstanten a, to', a uud b 
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auszudrlickeii, könnßD wir in Gleichung (8) einen Bpeziellen Wert von 
/ einsetzen. Wir wäMen z. B. ( ^ m -j-ü, wobei y^O und ■ 
ttd ^ ßy ^= 1) aö ^ \ wird. Alsdann ergiebt sich 
^ dlog S 2» ^li 



liil- 



dt 



also, 

(13) 



: den Wert Ton l eintragen: 



dt 

»■(. + i.,-+it) \ 



iS) 



_ »'( . +ii.+ .t)1 



Die entsprechende Dtirsküuiig der Herpolhodiekurve können wir aus 
den vorstehenden Gleichungen der Polhodiekurve unmittelbar abnehmen. 
Wir orbielten uämlich pag. 44 die Koordinaten — ä, — x, — p aus 
den Koordinaten p, q, r, indem wir a und S vertauschten und ß und y 
im Vorzeichen umkehrten. 

Diese Vertauschung und Vorzeichenveränderung können wir aber, 
wie eine genaue Prüfung der (jlciehungen (8) und (18) des vorigen 
Paragraphen zeigt, einfach dadurch erreichen, dafs wir — a statt + a 

schreiben, wobei — l in l übergellt. Die Giekhingett der Herpol- 

luidirjcttrve können wir daher folgendermafsen schreiben: 



(13) . 

(13-) 

(14) 



+ ix. 



:■.■(—=)' 



>(<- 



■ i) 





ae 


(0) 




*(» 


— 


» + 


6) 




»■ 


■"■ + 


i.) 



fr'(" 



<»■ + ■'&) , »•(«-■1 + »6n 






Zu denselben Gleichungen gelangen wir auch von dem pag, 2S8 
entwickelten Prinzip aua, nach welchem wir nur, um von der Polhodie- 
zu der Herpolhodiekurve überzugehen, die Werte von w, N bez. durch 
— y, — n zu ersetzen und die Vorzeichen der Koordinaten umzukehren 
brauchen. Thun wir dieses, bo wird die Ungleichung 

N>n>0, 
welche der bisherigen Darstellung der a, ß, y, 3 durch ^-Quotienten 
zu Grunde lag, in dem Sinne abgeändert, dai'a für die einzutragenden 
Werte N = — n, n =^ — N äie Beziehung gilt: 

0>N>». 
Wie sich in diesem Falle die logarithmi sehen Unendlichkeitsstellen 
der a, 3, y, Ö auf die Punkte + 1 der Kiemannschen Fläche verteilen, 
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wurde in Fig. fil b dai^estellt. Wir ersehen aus ihr, dafs die NuU- 
stelleB von ß und y durch die vorgenannte Vertauschung nicht ge- 
ändert werden, dafs aber die von a und ö, d. h. die Stellen + ta der 
(-Ebene sieb austauschen. Wir haben also wieder die Vorzeichenumkehr 
von a und damit den Übergang von (11), (12) zu (13), (14). 

Die soeben entwickelten Gleichungen können sofort auch zur Dar- 
stellung der Impulskurven dienen, d. h. derjenigen Kurven, welche der 
Endpunkt des Impulsvektors im Körper und im Räume beschreibt. 
Da nämlich die letzteren Kurven beim Kugelkreisel zu den Kurven 
der Polbodie und Herpolhodie in dem geometrischen Verhältnisse der 
Ähnlichkeit stehen, so brauchen wir die Gleichungen (11), (12), (13) 
und (14) rechterhand nur mit dem Werte des Trägheitsmomentes A 
zu multiplizieren, um die Darstellung der Impiüskoordinaten L + t Jf, 
N, l -i- im, n zu erhalten. Wir sprechen daraufhin den zusammen 
fassenden Satz aus: 

Die Bvktgt h^aüitettn Kv/rven, die Impulskurven sowie die Pothodie- 
und Serpolhodiekurve lassen sink beim Kugelkreisel sämtlich durck elliptische 
Funktionen sioeiter Art ersten Grades berechnen. 

Dieses Resultat bleibt auch heim Übergange zum symmetrischen 
Kreisel bestehen, soweit es sich auf die Impulskurven und auf die 
Polhodiekurve bezieht. 

Die Polhodiekurvc des symmetrisclwn Kreisels können wir nämlich 
aus der dea Kugelkreisels dadurch ableiten, dal's wir in der ersten der 
Gleichungen (8) die a, ß, y, d des Kugelkreisels mit den in (7) an- 
gegebenen Faktoren multiplizieren. Dementsprechend haben wir für 
dB dS . 
jf , T7 bez. ,, ,^ 



Kugel- 



einzutrE^en, unter ß, d, ~, ^— die Werte dieser Gröfsen bc 
kreisel verstanden. Da sich die hinziitretenden Tenne — — ß mid — ^ "ö" ^ 
in der auf der rechten Seite von (8) stehenden Ditferonz aufheben, so 
brauchen wir die recht« Seite von (11) nur mit dem Faktor c~'" zu 
multiplizieren, um die Uröfse /) + '5 des symmetrischen Kreisels zu 
erhalten. Diese wird also ebenfalls durch eine elliptische Funktion 
ersten Grades gegeben. 

Von den Koordinaten der Polhodiekurve unterscheiden sich die 
Koordinaten derjenigen Impulskurve, welche den Ort des Impub- 
Endpunktes im Korprr darstellt, nur um die konstanten Faktoren der 
Hauptträgheitsmomente. Diese Kurve wird also im Wesentlichen durch 
dieselben Gleichungen wie die Polhodiekurve beschrieben. 
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Was endlich die BaJin des Impuls- Emipunktes im Eaume betrifft, so 

unteracheidet sich diese beim symmetrischen Kreisel von derselben Kurve 
beim Kugelkreisßl überhaupt nicht. In der That sahen wir Kap. IV, § 5, 
dafs diese Kurve fOr alle Kreisel der 1. c. betrachteten Serie genau die- 
selbe ist. Die Gleichungen (13) und (14) geben also (nach Multiplikation 
mit A) direkt die in Rede stehende ImpnJskurve für einen Bj-mmetrischen 
Kreisel, dessen eines Hauptträgheitsmoment A dem unseres Kugelki-eiaels 
gleich und dessen anderes Hauptträgheitsmoment C beliebig ist 

Weniger einfach wird die Darstellung der HerpoUmliekwve beim 
si/mmetrischcn Kreisel. Um auch hier aus den vorhergehenden Um- 
rechnungen Nutzen zu ziehen, drücken wir in der aUgemeiogültigen 
Gleichung (8') die k, ß, y, 6 des symmetrischen Kreisels durch die 
des Kugelkreisels nach der Tabelle (7) aus und bekommen: 

, + ,-, = 2,'(.y-^^) + 2«»^. 

Den ersten Term der rechten Seite haben wir oben in (13) auf 
seine einfachste Form gebracht. Im zweiten Term setzen wir die be- 
kannten Werte von a und ß ein, wobei wir die multiplizierende Kon- 
stante kurz mit K bezeichnen. Ks ergiebt sich dann: 

•" &(t_„_,-n,-_.-fl-t-.-6) 6(t-ia)»(t-a,-\-ib) \ 

»(t—ia) ' &»(( — tm') /" 

:r + ix = 
t^^'L,i + ,.. »('-''')g('-° + *i'> (k-, ^- -'^ 9{t-i'»)»<.t-a>-iw-ia^ib) \ 

Wir behaupten, dafs dieser Ausdruck abermals als ■fr-Quotient ge- 
schrieben werden kann, wobei aber zwei fr-Funktionen im Zähler und 
zwei im Nenner auftreten. Zunächst folgt aus den Funktional gleich ua gen 
der fr-Funktionen, dafs die Klammer völlig ungeändert bleibt bei Ver- 
mehrung von t um eine der Perioden 2cj, 2((d'. Die Klammer ist also 
eine elliptische Funktion erster Art zweiten Grades mit den Unendlich- 
keitsstellen / ^ ia und i = ra — ib. Eine solche Fiuiktion besitzt, 
wie pag. 421 erwähnt, in dem einzelnen Periodeuparallelogramm not- 
wendig zwei Nullstellen, welche wir mit c^ und c^ bezeichnen, und 
kann durch den folgenden fr-Quotienten dargestellt werden 
„ fr(t-c,)»(t-c,) 
1 9{t — ia)»(f- ia-\-ib) 

Tragen wir aber diesen Wert der Klammer in (15) ein, so folgt 



.fi' + 'i'lg-e 



(16) «-f-»"x=i:,e''i'+'': 



-3)»_(t- 
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Auf die goiiauerL^ Bestimmung von Cj-, c^ und £^ wollen nir nicht 
eingehen, Wir konstatieren nur: 

Die Horizontaiprojektion der Harpothodkkurve ist beim symmäriscltcn 
Kreisel durch eine eUiptiackc Funktion zweiter Art eweiien Grades go- 

In ähnlicher Weise können wir, von der zweiten der Gleichungen (8') 
ausgehend, die Vertikalprojektion q der Serpolhaiie bestimmen. Wir 
finden fUr diese eine elliptische Funktimi (rster Art ztveiten Grades, nämlich 
eine lineare Funktion der doppelperiodischen öröfae C08e'^«((), wie 
bereits aus Gleichung {'2) von pag. 2B5 hervorgeht — 

Zum Sehlurs eine Bemerkung uU gemeineren Inhalts, Wir sind im 
Vorstehenden zu wiederholten Malen auf elliptisehe Kurven zweiter Art 
geführt worden. Solche Kurven treten auiser bei dem schweren sym- 
metrischen Kreisel auch bei dem kräftefreiea unsymmetriachen Kreisel 
auf (vgl. § 8 dieses Kapitels), ^owie in zahlreichen anderen geometri- 
schen und mechanischeu Problemen (als sphärische Kettenlinie, als 
sog. elastische Kurve etc. etc.). Sie bilden eine grofse Klasse unter sich 
verwandter tranacendenter Kurven, welche in geometrischer Hinsicht 
und namenblich auch mit Rllcksicht auf die Anwendungen den alge- 
braischen Kurven an Interesse nicht nachstehen. Es wäre daher wohl 
der Mühe wert, allgemein eine ffeomelrische TIteoric dieser transcendfnten 
Kurven aufzustellen, nach denselben Gesichtspunkten, die für die Theorie 
der algebraischen Kurven mabgehend sind. Man liätte dann etwa die 
möglichen Singularitäten solcher Kurven zu untersuchen, Schnittpunkta- 
sätze zu erforschen, die gestaltlichen Verhältnisse zu diskutieren etc. 
Unsere elliptischen Kurven ersten Grades würden in dieser Theorie 
natürlich eine besonders wichtige Rolle spielen. Ohne Frage ödhet 
sich hier der geometrischen Forschiuig ein schönes und verhültnismäfsig 
leichten Erfolg versprechendes Gebiet. 

§ 6. Nmneriaohe Bereohnung der Bewegung durch '&-Beiben. 

Eines der Endziele, die wir bei jedem Problem der Mechanik im 
Auge haben milasen, wird jodcDfalls dieses sein: Die Bewegung soweit 
zu beherrschen, dafa wir die Lage des beweglichen Systems in jedem 
Augenblicke numerisch bestimmen können. Dafs dieses Ziel durch die 



*] gollte ea nicht mOglich eein, auch dieie Kurve, welche ja nach pag. 9S5 
auf eiaer gewiasen Kugel verläaft, durch elliptische Fusktioaca ernten Qtade« 
darzUBtellen, indem maa sie Btereograpbisclj auf die Äquatorebene der sie tragen- 
den Kugel projicicrt und nach der üteiehung für die kompleic Variable des 
Btereographiichen Bildpunkteti fragt? 



§ 6. Nnmerische Beteclmang der Bahnkurve. 
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vorangehende Theorie auf bequemem Wege erreicht wird, soll in diesem 
Paragraphen dargethan werden. Zuiiächeb möge daa einzuschlagende 
Verfahren allgemein skizziert werden, 

Ist nu3 irgend ein realer Kreisel gegeben, so besteht der erste 
Schritt darin, dafs wir, sei es durch das Experiment, sei es durch Be- 
rechnung, seine Massen Verteilung, d. h. die auf den Unters tu tzunga- 
punkt bezogenen Werte von Ä, C und P, festzustellen suchen. 

Sodann müssen wir Anfangslage und Anfangs bewegung des Kreisels 
kennen. Die Anfangslage wird hinlänglich durch den Neigungswinkel 
*o der Figurenaxe gegen die Vertikale beschrieben; die Anfangswerte 
der Winkel (p und ip, welche für den Charakter der Bewegung be- 
langlos sind, werden wir wie pag. 425 direkt gleich nehmen. 

Die Anfangsbewegung charakterisieren wir am besten durch die 
Lage und Gröise des Impulsvektors. Gestatten wir uns die pag. 199 
sub 4 verabredete Vereinfachung, dafa der Impulsvektor zu Anfang in 
derselben Vertikalebene wie die Figureaaie enthalten sei, so wird unser 
Vektor durch seine beiden Komponenten n und N festgelegt. Wir 
wissen dann gleichzeitig, dafs der Paralleltreis it ^ cos #„ ^ c einer 
der Begrenzungskreise für die Bahnkurve sein und dafs die Kreisel- 
spitze zu Beginn in horizontaler Richtung fortschreiten muis. 

Mittels der Konstanten », N und c bilden wir uns darauf die 
quadratische Gleichung U^=0 von pag. 240, deren Wurzeln den zweiten 
Begrenzungskreis e' sovrie die Gröfse e " definieren. 

Jetzt sind wir in der Lage, die Legendresche Theorie der ellipti- 
schen Integrale und die Legendreschen Tafeln fiir unsere Zwecke zu 
verwerten. Wir berechnen uns vor allem den Legen dreschen Modul k, 
den komplementären Modul k' und die HülfsgrÖfsen M, pa, <pi> 'on 
pag. 264. Darauf schlagen wir die Werte von pik,-^), Fik', -|-) 
in der Tafel I von Legendre und die Werte von F{k', <pa), F(k', ipt) 
in der Tafel IX auf. Durch Multiplikation mit M ergeben sich hieraus 
die Werte von m, a', a und h. Durch diese letzteren, transcendenten 
Konstanten ist die Bewegimg der Kreiselspitze und die Bewegung des 
Impuls-Endpunktes im Räume ebenso vollständig bestimmt, wie durch 
die ursprünglich vorhegenden Konstanten A, C, P, n, N, e. In der 
That brauchen wir uns bei der Berechnung der genannten Bahn- und 
Impulskurve um die Massen Verteilung des Kreisels, imi seine Anfangs- 
bewegung und Anfangslage in keiner Weise mehr zu kümmern. Unsere 
ganze Aufgabe besteht darin, gewisse Ö-Reiben auszurechnen, in deren 
Koeffizienten die Gröfsen ra und a', iti deren Argument überdies die 
Gröfsen a und b eingehen. Das Schema, nach dem wir zu rechnen haben, 
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ist 80 für alle Kreisel und f(lr alle Kreiselbeweguiigen dasselbe. Die ^anze 
Mannigfaltigkeit der Beweguiigsformen ruht lediglich in der Verschieden- 
heit der in unser Schema einzusetzenden Werte unserer vier trans- 
cendenten Kouatanten. 

(Auf die Werte der ursprünglichen Konstanten brauchen wir nur 
dann zurückzugehen, wenn wir weiterhin etwa direkt die Werte der 
**) ßi Yt ^ beim symmetrischeu Kreisel oder die Bahnkurve eines 
von der Kreiselspitze verschiedenen Punktes oder die Polhodie- und 
Horpolhodiekurvp zu boreclinen wünschen, in deren Gleichungen die 

GrÖfse ^{-p: — i) vorkommt.) 

Immerhin kann uns die Rdctsicht auf gröfstmögliche Bequemlich- 
keit der Rechnung veranlassen, unser Verfahren unter Umständen etwas 
zu modifizieren. Wir bemerken, daTs die fr-Ileihe von pag. 418 
(1) &(t) = 2q''* sin s — 2q'f' sin 3s -f 2q"^' sin 5s — ■ ■ ■ 



um EG schneller konvergiert, je kleiner q ist, je grßfser also das Ver- 
hältnis ausfällt. Insbesondere wird sich die Rechnung in einem 
Periodenrechteck von gröl'serer Höhe wie Breite (a'^ai) bequemer 
gestalten, als in einem Perioden rech teck von gröl'serer Breite wie Höhe 
(fi) > ro'). Es ist daher wichtig, eine Umformung der ^-Funktion zu 
kennen, welche den letzteren Fall allemal auf den ersteren zu reduzieren 
gsBtattet. 

Man wird auf die gedachte Umformung geführt, wenn man sich 
überzeugt, dafs die Ö-Punktion 9-{t, a, ra') bei Vermehrung des Argu- 
mentes t um Periodenvielfache genau dieselben Faktoren annimmt wie 
das Produkt der fr-Funktion #()/, ta', lu) und der Exponentialgröfse 

c **""'. Da nun die fr- Funktion nach pag. 419 durch ihr Verhalten bei 
Vennehrung des Argumenta um Perioden vielfache bis auf einen von t 
unabhängigen Faktor festgelegt ist, so schliefst man, dafa die fr-Funktion 
fr(^, tOf to') bis auf eine multiplizierende Konstante dem genannten 
Produkte gleich sein mufs. Auf die Bestimmung dieser Konstanten, 
welche einige Weiterungen verursacht, gehen wir hier nicht ein. Die 
definitive Formel lautet: 



(3) 



»{t, a, to') = 



'V^' 



»dl, • 



"}■ 



Dabei ist die rechterhand stehende fr-Funktion ersichtlich durch die 
folgende Reihe zu berechnen: 
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(4) 9{H, a', m) ■■ 



2q"'< sin 3s' + 2q'"'' sin 5s' 



Dio Nützlichkeit der Formel (3) ist evident. Wenn wir eine 
^-Funktion &(t,(o,a') aiiszurechnen haben, in welcher ra > ra' und 
daher q verhältnismäfsig grofs ist, so werden wir zunächst die Reihe 
&[il, at', to) berechnen, welche wegen q -Cq besser konvergieren wird. 
Gleichung (3) gestattet uns dann, von dieser zu der ursprünglich ge- 
suchten ^-Funktion mit leichter Mühe zurückzugehen, 

Dafs die in Rede stehende Gleichung neben diesem praktischen 
auch ein allgemeines theoretisches Interesse (in der Lehre von der 
Transformation der ft- Funktionen) besitzt, möge hier nur kurz an- 
gedeutet werden. 

Allerdings kann es vorkommen, dafs der geschilderte Torteil, welcher 
in der Verkleinenmg des q beruht, teilweise durch eine eventuelle Ver- 
gröfserung der trigonometrischen Funktionen in der d- Reihe wett- 
gemacht wird. In der That wird beim Übergang zu der Funktion 
9iii, ra', (o) im Argumente der Sinus-Funktionen der Faktor i ein- 
geführt, welcher zumal bei reellem t die Konvergenz erbeblich ver- 
schlechtern kann. Es wird im einzelnen Falle darauf ankommen, die 
durch die Umformung (3) herbeigeführten Vorteile und Nachteile gegen 
einander abzuwägen. 

Teils imi die Rapidität zu verdeutlichen, mit der die ^Reihen 
konvergieren, teils um die Durchrechnung eines Beispiels vorzubereiten, 
wollen wir uns jetzt ein Urteil darüber bilden, wie viel Gheder der 
ff-Reihe wir für unsere Zwecke zu berücksichtigen haben. Es hangt 
dies natürlich von der Genauigkeit ab, welche wir erreichen wollen. 

In unserem Falle würde es keinen Zweck haben, die Genauigkeit 
soweit zu treiben, wie dies beispielsweise bei den mechanischen Pro- 
blemen der Astronomie üblich ist. In der That kann es sich bei der 
Durchführung eines numerischen Beispiels nur um eines der beiden 
folgenden Ziele handeln: Die geometrische Auffassung des mechanischen 
Vorganges durch Zeichnung quantitativ richtiger Figuren zu beleben; 
und andererseits: Den theoretisch gefundenen Bcwegungs Vorgang mit 
dem Experimente zu vergleichen. In ersterer Hinsicht genügt offenbar 
eine mäfsige Genauigkeit, weil doch auch die Zeichnung nur mit ver- 
hältnismäfeig geringer Genauigkeit ausgeführt werden kann. lu letzterer 
Hinsicht ist zu bemerken, dafs die Verhältnisse des Experimentes durch 
Neben um stände, namentlich durch Reibungs Vorgänge, soweit entstellt 
werden, dafs eine erhebliche Übereinstimmung mit der abstrakten Theorie 
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Oberhaupt nicht zu erwarten ist. Eb wird (Uher in unserem Falle 

etwa die Genauigkeit r^Tjr genügen ; imr werden dementsprechend als 

erlaubte Feldergrcnm- jg^ des gamcn Wertes gtilassen, d. h. wir werden 
solche Qröfsen vemachläaBigen, deren absoluter Betrag, dividiert durch 



1 absoluten Betrag des ^ 



i Wertes, kleiner als 



; ist. 



Nach dieser Verabredung zeigen wir ein fflr allemal, dafa wir 
bei geeigneter Anonlnung der Rechnung immer nur die beiden ersten 
Glieder der 9-Rcilie zu berücksichtigen brauchen. Wir setzen dabei 
voraus: 1) dafs ra'^ra und 2) dafs das Argument der ■&-Reihe dem 
den Nullpunkt umgebenden Periodenrochtecke angehört. Wäre nämlich 
cj'< a, 80 könnten wir nach Gleichung (3) zu einer Reihe übergehen, 
in welcher die Werte der Perioden vertauscht sind; lüge femer der das 
Argument repräsentierende Punkt der (-Ebene in einem der anderen 
Periodenrechtecke, so konnten wir die Funktionalgleichungen der 
ft-Funktion heranziehen und, indem wir ein geeignetes Periodenviel- 
faches absondern, den Punkt auf das Ausgangs rech teck reduzieren. 

Zum Beweise der vorstehenden Behauptung ersetzen wir In Glei- 
chung (1) jedes GUed durch seinen absoluten Betrag. Für den liest 
R der Reihe vom dritten GUede inklusive ab bekommen wir so 

(6) I -ß I < 23"''' I sin 5s I 4- 2g"/' [ sin 7s H 

Wir zeigen zunächst allgemein, dafs stets 

(7) lsiii(a + t6)|<."l. 
In der That haben wir 



Q(« + li)|'» 



' + .+ "■ 



-' + «• 



|sm(o + iS)|g- 



' + '■ 



Null können wir uns nach Obigem auf solche Werte von t be- 
schränken, (leren imaginiirer Teil absolut genommen nicht gröfser aU 
m' ist. Bezeichnen wir ilen imaginären Teil von 3 mit b, so wird 
nach Gleichnng (2) 

IMS 1^1 

und mithin wegen (7) 

I ainÖ» I <;e' " , | sin 7s[^c* "' ■ - ■ 
Die rechten Seiten dieser üngleichtmgen können nach {2) bez. mit 
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ff s « s 


. . . bezeichnet werden. Die Ungleicbunt; (6) geht daher 


über iD 






|Bl<2(g"/. + 3-/. + ..-). 



Man überzeugt sieb leicht, dafa die Glieder der rechten Seite stärker 
abnehmen, wie die Glieder der folgenden geometriachen Reihe: 

Infolgedessen wird 

(8) I S |< - 

Den absoluten Betrag dieses Restwertes B, bez. die soeben fest- 
gestellte obere Grenze desselben, haben wir mit dem absoluten Betrag 
des ganzen Wertes &(t), bez, mit irgend einer unteren Grenze desselben, 
zu dividieren, um eine obere Grenze für den relativen Fehler zu erhalten. 
Dabei ist zu berücksichtigen, dafs die ö-Funktion verschwindet für ein 
verschwindendes (, so dafs wir bei sehr kleinem Werte von | / 1 für 
unseren relativen Fehler scheinbar ein aehr ungünstiges Resultat er- 
balten würden. Deshalb wollen wir noch die ausdrückliche Beschränkung 
hinzufügen, dafs der Wert von | ( | nicht zu klein, sagen wir etwa 
nicht kleiner als — sein darf, wenn wir unser Verfahren anwenden 
wollen. Unter dieser Voraussetzung ist [ fi | > r^ ; gleichzeitig gilt iiir 
alle Punkte im Innern unseres Periodenrechtecks: 



C9) 



|.ms|>8m^>0,03. 



Wir haben demnach jetzt unter der Voraussetzung 1 ' | < ttjä eine 
untere Grenze für den Wert von | # (0 | festzustellen. 

Zunächst schreiben wir mit Benutzung der oben eingeführten Ab- 
kOizung R: 

1 » (<) I - 2gV. I .b s I . [ 1 - 3- iS^ + jTj^ I . 

Sodann benutzen wir den Satz, dafs der absolute Betrag einer Stimme 
' grSfaer oder gleich der Differenz der absoluten Beträge der Summanden 
^ ist. Hiernach wird 




|*(0lä2gV.jsinsl 1- 



I iq/< a 



Die Klammer werden wir nun weiter verkleinern, indem wir den ersten 
Term kleiner und den zweiten Term grofser machen. Setzen wir in 



I 
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letzterem für \ R\ den in (K) gefundenen zu grofeen, für | sin s | den 
in (9) angugebenen zu kleinen Wert, so ergiebt Bich 



R 



1" 



\^q'' a.ms\ 1 — g"''' 0,03 
Berücksichtigen wir femer, dafe wir ubb auf den Fall lo'^ m, 
d, h, 3^e~" beaehränken wollten, bo erhalten wir aelbst in dem un- 
gflnstigateu Falle o' = m, d. h. q = fr'", wenn wir ausrecbuen: 



(11) 



|2,'/.( 



< 0,0006. 



Andererseita wollen wir in dem ersten Tenne der vorgenannten 
Klammer den Bruch sin 3s : sin s ausdividieren. Ersetzen wir abermals 
den absoluten Betrag der so entstehenden Summe durch dii' Differenz 
der absoluten Beträge, ao finden wir: 

I 1-2*^1 = 1 ' -3</» + 4g»sin»s|> 1 - 3«» - 42* | sin's | . 

Es ist aber nach (7) für alle Punkte unseres Periodenrechtecks: 

I ain's I <e *" , d. h. | fliu*s \<q^'^. 
Mithin haben wir 

1 ' - 9' tiT j > 1 - 4s - 3,' 
oder, wenn wir abermals zu dem ungünstigsten Falle ^ = e~ " übergehen : 

(12) I 1 - 2» ^^^' I > 1 - 0,\'i2i — 0,0054, d. h. > 0,8222. 

Aus (10), (11) und (12) ergiebt sich alao für | #(() ] die folgende 
untere Grenze 

|*(OI>2gV.[8ms 1-0,8214, 

od« mit RUckaicht auf (9) 

(13) l*(OI> 22'/, .0,0246. 

Mit HlÜfe der Ungleichungen (H) und (13) läfst sich nun die frag- 
liche obere Grenze für den relativen Fehler | ü | : | # (i) | sofort be- 
rechnen. Wir haben nämlich 



I *((> I 



q " 



wertet man aber diesen Ausdruck für den ungünstigsten Fall q = 
aus, so findet man 

|*((j I ^ a,4e ^ ' 



- lOÜO 
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Wir werden daher s^eu können: 

Bei (fer verlangten Genauigkeit t^ genügt es aUetnal, die beiden 
ersten Glieder der &-Reihe beieuhehalten, es sei d^in, dafs das Argument 
der (t'Reihe v<m Null sehr wenig verschieden iä, (l ' I < ttJs )■ 

Übrigens ist die zuletzt genamite Äusnalime nur durch den Gang 
unserer Rechuuiig, nicht durch die Natur der Saciie bedingt. Durch 
besondere Überlegungen, welche w^ir hier indessen nicht ausführen 
wollen, liefse sie sich beseitigen, so dafs unser Satz allgemeine Gültig- 
keit erhält. 

Dabei ist noch zu bemerken, dafs wir bei unserer Abschätzung 
recht grobe Yemachlässigungen vorgenommen haben, dafs sich also in 
Wirklichkeit die Sache noch erheblich günstiger stellen wird. Dieser 
Umstand möge es rechtfertigen, weun wir im Folgendeu auch die Reihe 
für den Differeutiaiquotienteu *'(')» welche nur weuig schlechter kon- 
vergiert, wie die #-Reihe selbst, ohne Weiteres mit dem zweiten Gliede 
abbrechen werden, übrigens wäre eine eigene Fehlerab Schätzung auch 
bei dieser Reihe nicht schwer und fast genau so durchzuführen wie die 
obige. Ferner werden wir uns aus eben jenem Grunde für berechtigt 
halten, wenn mehrere 0-Reihen zu Quotienten oder Produirten zu- 
sammentreten, jede einzelne Reihe mit dem zweiten Gliede abzubrechen, 
obwohl bei einer Kombination von n ft-Keihen als obere Grenze des 
Fehlers zunächst das »-fache der früher festgestellten Fehlei^renze 
angenommen werden müfste. — 

Wir gehen jetzt zur wirklichen Durchführung eines numerischen 
Beispiels über. 

Dabei legen wir etwa den pag. 299 betrachteten Kreisel zu Gnuuie, 
welcher aus einem Schwungrade von quadratischem Querschnitt bestand. 
Die Seitenlänge des Querachnittquadrates betrug 2 cm, der Abstand 
seines Mittelpunktes von der Figurenaie 5 cm, der Unteratützuugspunkt 
lag Y*^™ unter dem Schwerpunkte. Für die Trägheitsmomente und für 
das Drehmoment der Schwerkraft fanden wir 1. c, unter g die Dichtig- 
keit des Materiales verstanden, die folgenden, im absoluten Mafssystem 
gemessenen Werte: 

C= llMOp^r, Ä^lbOfix, P= lOOpnff. 

Über die Anfangslage des Kreisels setzen wir etwa fest, dafs zu 
Beginn der Bewegung der Winkel ^^^ zwischen Figurenaxe und Vertikale 
gleich 60" sei. Wir haben dann 

e = cOB 0„ = -^ . 
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Sodann legen wir den anrdnglichen Bewegungazustand durch die 
ImpulBbomponentön N und n fest. Wir wollen N so wählen, dafa wir 
es mit einem starken Kreisel zu thun haben. Hierzu ist nach pag. 240 
in dem vorli^endeu Falle P > erforderlich 
N*>2ÄP{1 + e) 
d. h. bei unBerem Kreisel, da ungefähr g = 100«* ist, 

Dieser Ungleichung genügen wirj wenn wir beispielsweise annehmen 

i>^=4800pn». 
Der KUgebörige Wert der Rotationakomponente r wird dann 



N 



:4,8«, 



d. h, (vgl. pag. 11) 2, 4 Umdrehungen in der Sekunde. Femer wollen 
wir über den Wert der Impulskompouente n so verfügen, dafs n etwas 
kleiner wie N und positiv wird, in welchem Falle wir die auf der 
Ungleichung <n< N beruhenden Angaben Über die Nullatelleu der 
"i ßj Yi * {'^S^- P^S- *^*^) iiid üre hieran auschliei'aende Darstellung 
durch fr- Funktionen genau iu der frttheren Form in Anwendung bringen 
können. Wir wählen etwa 

n= 4200 PK«. 

Demnächst berechnen wir die Werte von e' imd e" aus der Glei- 
chung üi = von pag. 240, welche in unserem Falle lautet: 

_(m_|_ l)(420O»+480O»)p''«'' + 2(l-f-2-)42<X).48O0p»ji* 
— |- (1 - h'J 750 ■ 100 p»«V = 0. 

Benutzen wir wieder für g den Wert 100 t', »ü folgt 
126u*~228u + 97=.0 

M»— 1,824« + 0,776 = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind 0,6759 und 1,1481. Mitl 
wir in der pag. 261 fea^esetzten Reihenfolge: 
(14) e = 0,5(XK), e' = 0,67r)9, e"= 1,1481. 

Jetzt berechnen wir den Legendresehen Modul 

und gehen von diesem zu dem Winkel 

G = arc sin k = 31,40» 



oder 



Die Hülfagröfae: 
loaM 



8 6. NnmeriBcke Beredunnft der Balmktme. 449 

aber. Der zu dem komplementären Modul k' in entsprechender Weise 
hinzugehörende Winkel 9' ist daher 

0'= 90" — 6 = 58,60". 
M, ipa, <pi, von pag. 264 werden gleichzeitig: 
= 0,1851 — 1 , 9J„ « 71,10", 9» = 70,00"- 
Darauf sehen wir in der Legendresehen Tafel I die Werte von 
logF(k, ~) und log F(k', y) nach. Wir finden anf pag. 228 und 
pag. 233 dieser Tafel 

log F {k, y) = 0,2298 , log F (k', ^) = 0,3263. 
Uithin haben wir 

log^('^> |) = 0,2298 
logJtf =0,1851- 



(15) 



= 0,4149 — 1 
= 0,2G0O 



log F [k', y) = 0,3263 
logJlf =0,1851- 

log ra' 



= 0,5114 - 
= 0,3246. 



In unserem Beispiel lie^ also der fiir die Berechnung der d-Fnnttionen 
gUnstige Fall vor, dafs die Höhe des Periodenrechtecka gröiaer ist als 
die Breite. Wir werden also keinen Grund haben, die in Qleichuug (3) 
angegebene Umformung der fr-Reihen vorzunehmen. 

Aus log (0 und log a' bilden wir nach Gleichung (2) die Gröfae q. 
Es ergiebt sieh 

log q = 0,2959 — 2 , g = 0,0198 . 

Femer haben wir die Gröfsen a und b aus der Legendreschen 
Tafel IX zu bestimmen, wobei eine kleine Interpolation nötig wird. 
£a ergiebt sich nach pag. 339 dieser Tafel: 

F{k', <p^) = 1,5129, F{k', 9,) = 1,4988, 



iülin wird 






log F(k', ».) — 0,1798 


logF{i', ?).) — 0,1757 




logJlf - 0,1851 - 1 


logJH- _ 0,1861 ~ 


-1 


log - 0,3649 - 1 


log h _ 0,3608 - 


-1 


6) — 0,2317 


6 — 0,2295 





Wir stellen sogleich einige bei der Berechnung unserer fr- Reihen 
häufig vorkommende Gröfsen in einer kleinen Tabelle zusammen: 

KIiin-SoiDiniiitalil, KisLHllMWBgUDg. 'Ja 



DuitelliiBg der Ereüelbewegung dnrcl 



.0,02, 



«■- — 4,0563, e '- = 0,2465, e"-— 66,74, e 
- • sin ~ — 1,9049 , oos ^ — 2,1514 , 
— iV Bin li2^ — 0,0130, j« 00. ^ — 0,0130; 

1^ — 4,0031, r-^ — 0,2498, e"^— 64jl5, e"^ — 0,02, 
_ i ,in i5i = 1,8766 , coa ^ — 2,1265 , 
-•}'nn5|^— 0,0125, {■ co. !i^ — 0,0196 ; 



1,7531, e »- =0,5704,6 


'• —5,39, e '" 




:{.'-a)» j„. 




!. 1,1011, 


io- Bin "■'-;-'"" 0.0011. rf 


'COB "■<■■-">" -0.0011 



= 0,19, 



= 1,7766, e > 



= 0,5629, 



= 0,18, . 



- =. 1,1697 , 



- ig" am - 



«<(m' 



-b)« 



= 0,0011, 3* cos 



at(.'-6i« 



= 0,0011. 



Nunmehr können wir zur Berechnung der Bahnkurve übergehen, 
welche die Krelselapitze auf der Einheitakugel beschreibt. Da e und e' 
bnde positiv sind, die Bahnkurve also ganz auf der nördlichen Halb- 
kugel verläuft, ao werden wir die Kurve so zeichnen, wie sie bei 
stereograp bischer Projektion vom Südpole erscheint. Dementsprechend 
wählen wir als analytische Darstellung der Bahnkurve die Gleichung (4') 
von pag. 433 

\^--^^ *(( + *„, . 
(17) 



\K = 



9(iio-- 



la) 



= l + V—l 



»{m + im- — ib) 

Alsdann bedeutet, wie wir wissen, A direkt diejenige komplexe 
Variable, welche im gewöhnlichen GauTsiachen Sinne dem Bildpunkte 
der Kreiselspitze in der Äquatorebene der Einheitokugel bei stereo- 
grapbiacber Projektion vom Südpoie entspricht. 

Hier sind zunächst die Konstanten K und L zu finden. 

Wir haben, wenn wir die ö- Reihen mit dem zweiten Gliede ab- 
brechen und die in der vorigen Tabelle angegebenen Werte benuteen: 



5«. 




der BahnkniTe 


t B 


i(a-~a 


« ... 


8i(»--o)« 








8» ..- 


«,. 


■(0.--6)« 


+ ,.co.£i 




0,5913 


— 0.0011 


4,0J6S „ 


^11 



1,1697 + 0,0011 4,00al """ 

Sodann berechnen wir zur Bestimmung von L die QrÖfaen l und 
V nach den Gleichungen (18) von pag, 428: 

■ »'(im' — ta) ., _ . »'(in,-— a,-f jb) _ 



1 = 



l': 



- .-6) ^ « ' 



hier wollen wir 2' noch ein wenig nmfonnen, indem wir schreiben: 

/ = V / »•(-.V-». + ift) „ 'j^\ _ i »•(- + »•■»• - 
\»(— iü)'-<o + i6) <n/ * #(„-1- io.-- 

also wird 

i' _ ^ = _ i *•(" + *"•- '6) 
m »(« -f-i»'— .■(>) 

Da wir auch die Reihe für 9' mit dem zweiten Oliede abbrechen 
wollten, 80 ergiebt sich mit RUckaicht auf unsere Tabelle: 



•■(«■ 



«)« 



I 



!- = 



- 8 9* 001 



3.(0.' 



.rinii^- 



Hieraus folgt 



L = 



:_ 0,6069 -f 0,00 88 tc „ ^„^ 

i,i6a7 + 0,0011 am "^j^-^^- 

^ (1,963 — 0^21) = ^ 1,442. 



Diese Werte der Konstanten setzen wir in Gleichung (11) ein, 
brechen abermals die ^-Reihen mit dem zweiten Gliede ab und lösen 
die trigonometrischen Funktionen in einen reellen und imaginären Teil 
auf. Setzen wir noch zur Abkürzung ^ = s und ziehen unsere Tabelle 
Ton pag. 450 zu Rate, so ergiebt sich: 

^ ' ' ^ ' (2,1614 Bin« — 0,01 30 BUi3») + t(l,00*9 coa s — 0.0180 Co» 3*) ' 

Wir wollen auf dem einzelnen Halbbogen zwischen den Parallel- 

krtisen e und e' zehn Punkte bereclinenj welche bez. den äquidistantcn 




4ftg Vr. Dontelln^ der KrriMlbewegang durch etliptiiche Funktionen. 
Werteu / = 0, -^, -^ , - ■ ■ -5- zugehöreji mögun. Die entaprechendenl 
Werte TOD s Bind « = 0» j^» ^f , ■ ■ ■ y oder s =0», lü", 20", . . . 90»J 
Die zugehörigen Werte von X mögen mit A^, ^,, Aj . . . Ay bezeiclinetl 
werden. Man berecluiet praktiBcher Weise zuerst den absoluten Betrag! 
dieser Gröfseii; das Verhältnis des reellen und imaginären Teiles ergiebfcJ 
sich dann auf trigonometrischem Wege. ' Das Resultat der verhsltnia- 
mäfsig bequemen Rechnung zeigt die folgende Tabelle: 



^^ X„= —0,577» 

^^L. Jt, = 0,164 — 0,549 i 

^^^ A, = 0,304 — 0,470 i 

^^^^^m = 0,406 — 

^^^^^B ;i« = 0,471 -1-0,017 t 
^^^^^P = 0,439 + 0,1 18 

^^^^^ Ag = 0,393 -I- 0,205 i 

pH A, = 0,33H -j- 0,281 i. 

Der letzte Wert liefert eine erwilnschte Eontrolle unserer Rechnunga^ 
ea mul's nämlich sein absoluter Betrag gleich dem Itiulius des in di&l 
Aquatorebene stereographiach projicierten Parallel kreisea c', d. h. gleiobj 
tang (— arc cos e'j sein. In der That wird 

log I AJ = 0,6434 — 1 = log tang {23" 45') 
und in Übereinstimmung mit Gleichung (14) bis auf einen Fehler, d»l 
weniger als ---- des ganzen Wertes beträgt, 

cos (47" 30') = 0,6756 = e'. 

Die vorstehenden Werte von i geben uns für die Zeichnung dern 
Bahnkurve in atereographischer Projektion die rechtwinkligen Koordi- 
naten von zehn ihrer Punkte, welche in der folgenden F^ur durch die 
Zahlen 0, 1, 2, . . . markiert sind. Man hat dabei nur zu beachten, 
dafs die positive reelle und imaginäre Axe der A-Kbene durch Pro-j 
jektion aus denjenigen beiden Meridianen der Einbeitskugel entstehen,'! 
welche bez, durch die positive x- und y-Axe hindurchgehen. Da diel 
erstere in die letztere von der Vertikalen gesehen durch eine Drehung! 
ini Sinne des Uhrzeigers ühergefahrt wird (vgl. die in Figur 4 aoi 
pag, 18 enthaltene Festsetzmig), so gilt dua Entsprechende für 1 
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positiTP reelle und imaginäre Äxe der A-Ebene. Zählen wir die reelle 
Äxe positiv nach rechts, so miüsaeu wir die imaginäre Axe nach unten, 
also umgekehrt wie es iii der GauTsisehen Ebene 
positiv rechnen. Hierauf beziehen sich die Pfeile 

Die Bahnkurve setzt, 
wie die Figur zeigt, auf der 
negativ imaginären Äxe ein 
und umläuft die Vertikale 
im Sinne des Uhrzeigers. 
Die Verschiedenheit in den 
Längen der Teilbögeu 1 , 
12, 2 3, . . ., welche aämt- 
lioh in demselben Zeitinter- 
valle -g- durchlaufen werden, 
giebt uns gleichzeitig ein 
Bild von der wechselnden 
Geschwindigkeit der Kreisel- 
spitze. Der weitere Verlauf 
der Bahnkurve jenseits des 
Punktes 9 ist den Sym- 
metrieverhältnissen entsprechend vervollständigt worden. 

Insbesondere bemerken wir noch, dafs die Spannweite des einzelnen 
Halbbogens unserer Bahnkurve, die Gröfae ^^, von deren Berechnung 
bereits pag. 260 gesprochen wurde, allgemein durch den Wert des Ex- 
ponenten Lt für t ^ CO gegeben ist. Unsere Bahnkurvengleichung 
liefert nun fär i/j„ den Wert 

^a^ Lw ^ (l + r) to — n. 
In unserem Beispiele wird also speziell 




V>„ = 1,442 -^ 



^129'>46'48". 



Auch die Berechnung der übrigen Elemente der Krei Beibewegung, 
z. B. die Berechnung der Horizontalprojektionen unserer beiden Impuls- 
kurven, bietet nun gar keine Schwierigkeit mehr. Die Ähnlichkeit in 
der analytischen Darstellung dieser Kurven mit der Darstellung unserer 
Bahnkurve wird dabei eine qualitative Ähnlichkeit in dem Verlauf 
dieser Kurven mit der eben angezeichneten bewirken. 

Znm Schlüsse möchten wir noclidr Ucklichst auf die merkwürdige 
Einfachheit und den ganz elementaren Charakter der somit gewonnenen 
numerischen Berechnungsweise der Kreise Ib ahnen hinweisen. Der 
analytische Apparat der elliptischen Funktionen versteht uns nicht nur 



k_ 
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mit der theoretisch genauen BahnlcurTeugteichung (17), sondern iiuch, nas 
nicht minder bemerkenswert ist, mit einer höchst elementaren, praktisch 
ausreichenden Näherungsformel (in unserem Beispiele Gleichung (18)), 
welche weit vollständiger und bequemer ist, als die am Schlüsse des 
vierten Kapitels entwickelten angenäherten Methoden. Natürlich ist 
die Zulässigkeit der in Rede stehenden Näheningslbrmel an die Be- 
dingung gebunden, dafs man das Äi^ument der d-Funktion vorher 
auf das den Nullpunkt umgebende Periodenparallelogramm reduziert 
und dals man, falls es nötig ist, ein Periodenrechteck von grÖlserer 
Breite als Höhe in ein solches von gröIserer Höhe als Breite trans- 
formiert hat. Die Leichtigkeit, mit welcher dies» Eleduktion (durch 
die Funktional gleich un gen der fr-Funktionen) bez. diese Transformation 
(durch die Transformationsgleichung (3l) bei den fr-Funktionen bub- 
geftthrt werden kann, bildet einen der Vorzüge, welche die Rechnung 
mit den fr-Funktionen vor der direkten Auswertung der elliptischen 
Integrale auszeichnet. 

Dafs in unserer Näherungsformel die transcendenten Konstanten 
M, <o', a und h vorkommen, kann den elementaren Charakter der 
Näherun gsmeth od e ebenso wenig beeinträchtigen, wie das Vorkommen 
der EiponentialgrÖfBen oder der trigonometrischen Funktionen, da jene 
Gröfsen ebenso vrie diese ohne Umstände aus den hetreSenden Tafeln 
entnommen werden können. Wenn man also eine elementare analytische 
Behandlung der Kreiselbewegung wünscht, so ist diese gerade auf dem 
Gebiete der elliptisclien Funktionen zu suchen und durch Abbrechen der 
9 -Reihen zu realisieren. 

Üherhaupt können wir sagen, indem vir die Ergebnisse diese« 
Paragraphen etwas verallgemeinemd aussprechen: Eine fr-B«Afi bedeutet 
prakliüch nickts anderes als eine Summe von gwei trigonometrischen Termen. 
Jede Formel mit elliptisclien J^nktionen läfst sich für die Zwecke des 
nutnerischen Bechnens durch eine solcfie mit wenigen irigonometrischcn 
Funktionen ersäsen. 



§ 7. Darstellong der Bewegungen des kTSftefreion Ereisels dnrob 
elliptische FuDktionen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen die Bewegung des kraftefreien 
unsymmetrischen Kreisels, welche früher (vgl. pag. 149ff,) nur bis zur 
Aufstellung der elliptischen Integrale geführt worden ist, nach dem 
Vorbilde der Theorie des schweren symmetrischen Kreisels eingehender 
unt«r8uehen und durch die elliptischen Funktionen explicite darstellen. 

Wir werden uns hier auf die analytische Seite des Problems be- 
schränken dürfen, da vrir die geometrischen Eigenschaften dieser Be- 
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wegung schon früher (Kap. III § 2) im ADBchluBSe an Poinsot aus- 
giebig diskutiert haben. In erster Linie wünschen wir zu zeigen, wie 
auch hier unsere Parameter a, ß, y, d die einfachste und volla tändige te 
Beschreibung des Bewegungs Vorganges vermitteln. 

Um eine kurze Bezeichnung zu haben, belegen wir die ganze Klasse 
der hier zu betrachtenden Bewegungen mit dem schon früher benutzten 
Namen der Poinsot-Bewegwngen. 

Wir setzen zunächst die früher (pag. 148 — 150) gewonnenen Formeln 
her, welche für das Folgende hauptsächlich in Betracht kommen. Es 
sind dieses zunächst die beiden algebraischen Int^rale der kräftef'reien 
Kreiaelbewegung, die Sätze von der Konstanz der lebendigen Kraft und 
der Impulslänge: 

'■ ' I^V + Bfq' + Cr" — G'. 

Bezeichnet ferner u (las Qnadrat der Länge des Drehungevektors 

»-p' + 9' + --', 
so berechneten sich p", q* und r* als lineare Funktionen von w, wobei 

insbesondere 

^'^' '^ (C - A)iC— B) 

war; die Zeit l aber wurde das folgende elliptische Integral 

(3) f-ir— . 

in welchem die Konstante m, (welche pag. 149 mit c bezeichnet wurde), 
den Wert 

(4) m — 2 



; + - 



' + ^) = 



^ ABC 



hat. Die im Räume feste Impulsaxe wählten wir bequemer Weise zur 
dritten Koordinatenaxe des im Baume festen Systems ai, y, z. Dann 
drückten sich die Bicbtungskosinusse c, c, c" dieser Äse gegen die 
im Körper festen Hauptträgheitsaxen X^ F, Z einfach durch die folgen- 
den Gleichungen aus: 

,.. Ap . Bq .. Cr 

('-') '--G' "- G' ^ =G- 

Um die Behandlung des kräftefreien Kreisels möglichst enge an 

die des schweren Kreisels anzuschliefeen, wollen wir jetzt statt der 

Integrationsvariabein u eine neue v einführen, welche gleich cos ft ^ «" 

ist. Wir haben dann nach (5) 

/CS f' 

(6) v = y.z, 
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a) «!:ü____„^ 

^ > C {C — A){,G—B) 

Uro t durch « auszudrücken, berechnen w 



iw«piiig d 
und V lautet daher nach (2) 

uAB — ahM-t--B)+ O' 



■ aus (6) und (7) 



(8) 



G{C — A)( C-B) 



dv. 



Ferner folgt aus (1) durch Elimination von j* oder p*: 

A{B—A)p' = (2AC — <?»««) -g- — G* 4- G'«», 

]i(Ä — B)q^ = {2hC - G'v') ^ — G'' -\- G^v\ 
mithin 



(i)) 


, , G'iB-C) nihB- O'tC ,\ 
K ÄC^B — A)\{B — C)G' ") 

1« BC(Ä-B) ( (A-aO' ') 


Ffllren 


wir noch die Abkürzungen ein 


(!>■) 


„, (iltA-G'}C .,, mB-0-)C 
' {A-C)0' ' ' (B-CjO- 



80 können wir schreiben 

(10) M-3^YV. 

Unser Integral (3) lautet daher, in die neue Variable v trane- 
formiert, mit Rücksicht auf (8), (10) und den in (4) angegebenen 
Wert von m: „ , 

t= -%■ 

.' vy 

Unter der Quadratwurzel steht jetzt das Polynom vierten tirodes V. 
Seine Nullatellen t; ^ + e und u = + e' geben die sämtlichen Ver- 
zweigungapunkte der zweibläitrige» Riemannschen FIMdie [v, yv) «a, 
auf welcher wir im Folgenden zu operieren haben. Je zwei überein- 
anderliegende Punkte der Riemannschen Fläche sind durch gleiche Werte 
von V und entgegengesetzt gleiche von yV charakterisiert. 

Um die g^enseitige Lage der Veizweigungspunkte beurteilen zu 
kSnnen, berechnen wir aus (9) zunächst 

(2AC ~ G'){A — B)C 



(10') e" 

femer setzen wir bezüi 



^ ~ {,A — C){S—C)G* 
1 der Hauptträgheitsmomente A, B, C voraus: 
A>B>C. 



Üb«r die Poinaot- Bewegung. 

Bann werden nach (9') and (10') die Vorzeichen Ton e', c* und e'' — e* 
bez. gleich den Vorzeichen der Qröfsen 

2kA—G', 2hB—G\ 2AC— G'. 
Die letzteren ei^eben sich aber, wenn wir aus den Gleichungen (1) 
der Heihe nach p*, q' und r^ eliminieren. Dann entsteht nämlich 

j 2kA — G' = B{A — B)q* + CiÄ — C)r\ 
(11) 2/(ß- G' = Ä{B — A)p'-\- C(B—C)r\ 

U/if?- G^ ^ A(C - A)p' -\- BiC — B)q* . 
Hier ist die rechte Seite der ersten Gleichung, da p^, 5*, r^ bei der 
thatsächlicb stattfindenden Kreiselbewegung reelle positive Gröfsen sind, 
wegen der für die Hauptträgheitsmomente festgesetzten Ungleichung 
jedenfalls positiv, die rechte Seite der letzten Gleichung sicherlich 
negativ. Dagegen kann die rechte Seite der zweiten Gleichung (wegen 
B — j4 < und B — C>0) sowohl positiv wie negativ sein. Wir 
teilen daher die Bewegungen des kräftefreien Kreisels in zwei ver- 
schiedene Klassen 2hB — G' > und 2hB — G* < ein; den örenz- 
fälleu 2A-B — G* ^ 0, welche beiden Klassen gemeinsam sind, gehört 
unter Anderem die instabile Rotation um die mittlere Haupttr^heitsaxe 
mit p = 0, r = zu. Wir wollen aber im Folgenden vorerst nur 
solche Bewegungen betrachten, welche zu der Klasse 2hB — G*>0 
gehören. Dann haben wir 

2hA — G*>0, 2äB— G»>0, 2hC—G'<0, 
und dementsprechend 

p*>0, e'»> 0, e'> e'*. 

Die vier Ver^weigungspunkte + c, +6' lief/en also sämtlich auf der 
redien Axe vmi folgen auf einander in der Beihenfolge: 
— co< — e< — e'K-i-e' <e<-\- 00. 
Die folgende Figur stellt einen durch die reelle Ajce gelegten Aus- 
schnitt aus der Riemannschen Flache («, yv) vor. Auf der so ent- 




stehenden Doppelgeraden unterscheiden wir die vier Segmente ( — e, — e'), 
( — e, -\- e')f (-(- e', + e) und das im Unendlichen geschlossene Segment 
(-j-c, «j, — e). Nach Gleichung (9') ist V in dem ersten und 
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dritten dieser Segmente positiv, in dem zweiten und Tierten negativ. 
Damit also t reell ausfällt, ist die Integrationirvariable c auf eins der 
erstgeuannten Segmente, sagen wir auf das Segment i + e', + e) za 
beschränken. Um dieses haben wir sie, damit dt überdies positiv wird, 
fortgesetzt in demselben Sinne (vgl. den Pfeil der Figur) berumzuftlhren. 
Die untere Grenze des Integrale legen wir in den Verzweigungspunkt 

Im Folgenden bozeicbnen wir mit 2(o den Zuwaobs, den ( bei einem 
vollen Umlauf um unser Integrationssegmeut ce' erfahrt, setzen also 



(12) 



-s. 



Derselbe Zuwachs 2 m entsteht dann auch bei einem (in geeignetem 
Sinne gerechneten) Umlauf um das Segment (^ e, — e'). Andrerseits 
bezeichnen wir (aus später ersichtlichen Crröndenj den Zuwachs, den / 
bei einem Umlauf um eins der beiden anderen Segmente ( — c, e) bez. 
(e, 00, — e) annimmt, mit Aia', so dafs also beispielsweise wird 



(12') 



-f « — ■ 



Die Grölsen 2a) und 4ia>' heiTsen die Perioden unseres üleraü etuUichen 
Jni^rals t. 

Vor allem mOssen wir uua jetzt mit unseren Panunetem a, ß, 
Y, ä beschäftigen. Wir leiten zunächst Integralausdrücke fllr die Loga- 
rithmen dieser Gröfseu aus den pag. 43 gegebenen Gleichungen (4) ab, 

Beispielsweise haben wir nach der ersten dieser Gleichungen 

dt a "T- 2 „ 



(13) 

Um hier den Quotienten 



durch bekannte Grofsen auszudrücken, ver- 
gleichen wir die dritten Horizontalreiben in den Schematen (3) und (9) 
von pag. 17 und 21 miteinander, Wir finden dann 

(14) „y-'JJfS^ ßl^iL±l^ „i + ß,-c". 

Verbindet man die letztedieaer Gleichungen mit der Identität ad — -ßy^=l , 
80 ergiebt sich 

Aus (14) und (14) folgt nun durch Division 



liier tragen wir noch die 
unii erhalten: 



die Poituot-Bewegmig. 
(5) angegebeDen Werte von i 



(15) 



Cr + G 



Mithin geht Gleichung (13) über in 



(16) 



d logg 



9 + ip ^P+ 'Bg 



Cr+G 

Auf der rechten Seite wollen wir p, q, r durch v ausdrdcken. 
Bringen wir auf gleichen Nenner, so ergiebt sich rechts 

i{Ap'+ Bq' + Cr' ) + JGt + (A- B)pq 

2{Cr+G) 
Im ZäMer ist der erste Term nach dem Satze der lebendigen Kraft 
konstant = 2ih; der letzte Term wird nach Gleichung (10) gleich 
tryT! Mithin nimmt (16), wenn wir für r den Wert aus Gleichung (6) 
substituieren, die Form an: 

.....„„ ?-+^^+/^ 



dt 



2{v + i) 

Ersetzen wir endlich die Differentiation nach t durch eine solche 
nach V, so ergiebt sich 



(16") 



•i log" 



2 {t. + 1) yv 

Die Intcgraldarskllmig voti log a lautet daher, wenn 



wesentliche Integrationskonstante weglassen: 



(17) log « 

m enttpeeehender Weise findet 



I g g 



VT 



VT' 



(17) 



logiJ. 



-W.+VT 



log*^ 
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(«- 


1) 


yv 


"3-- 


iG 
-TT 


•+ yy 


de 


2 


(«- 


1) 


yv 


— S-- 


--C 


B + yT 


dfi 



2{v+i) Vr 

Wir haben nun das Verhalten dieser Integrale auf unserer Rie- 
mannschen F^he (c, yv)i insbesondere die Lage der Unendlichkeits- 
B teilen zu untersuchen. 
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Betrachten wir z. B. log « . Von den UnendlicIikeitaBtcUen des 
Intefp^ndeD, d. i. den Stellen " = + 6, +c'j v= — 1, v^oo kommen 
die Verzweiguugspiinkte + e «nd + e' als UnendlichkeitsBtellen des 
Integrals nicht in Betracht, weil hier die Ordnung des Unendlich wer dena 
kleiner ab I ist. Die beiden anderen Stellen v ^ — 1 und r = oo 
repräsentieren auf der Riemannschen Flache je zwei Übereinanderliegende 
Punkte. Wir werden nun sehen, dafs log a in den beiden übereinander- 
liegenden Punkten u = oo, aber nur in einem der Punkte w = — ] 
logarithmiach unendlich wird. 

Bei der Untersuchung der Stelle « = 00 können wir im Zähler 
der Integraldarstellung (17) die beiden ersten Terme gegen den dritten 
yV fortlassen, weil jene von niedrigerer Ordnung unendlich werden 
wie dieser. Streichen wir auch im Neuner 1 gegen r, so behalten wir 
einfach übrig 

(18) iog«-y'|^-iiog». 

Diese Rechnung gilt gleichinäisig für beide Punkte u = 00 der 
Riemannschen Fläche und für alle vier Parameter «, ß, y, S. Wir 
sehen also: 

Für p = 00 werden die Logarithmen aller vier Parameter in beiden 
BUiUem der FUicfie logarithmisch unendlieii. 

Wir fügen noch, indem wir uns auf die Erklärungen von pag. 404 
und auf die Darstellung von \of^ a in Gleichung (18) stützen, hinzu: 

Jiei einem positiven, auf der Riemannschen Flädte ffeschiosscnen ein- 
maligen Umlauf um eine der beiden Stellen « = 00 erfahren die Loga- 
rithmen unserer vier Paranteter fien Zuwachs — «t. 

Indem wir zur Stelle « = — 1 übergehen, bemerken wir zunächst, 
dafs, wenn « -|- 1 ^ 0, d. h. 6V + G ^ ist, nach den beiden letzten 
Gliedern von Gleichung (15) gleichzeitig auch entweder Ap -(- iBq 
oder Ap — iPq verschwindet. Das eine findet im einen, das andere 
im anderen Blatte d^r Riemannschen Fläche statt. 

In demjenigen Blatte nun, wo Ap -\- iBq verschwindet, bleibt nach 
Gleichung (lö) — -,^— und also auch log« endlich, weil hier das Null- 
werden des Nenners durch das des Zählers aufgehoben wird. Wir 
merken insbesondere noch den Wert von YV »n , der sich aus dem 
soeben erwiesenen Verschwinden des Zählers in Gleichung (17) ergiebt: 



VY- 



nih 



+ Tf' 



In dem anderen Blatte dagegen, wo Ap — iBq verschwindet, 
findet ein Unendlich werden von log a statt. Die Art des Unendlich- 
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werdena ergiebt sich folgen denn alsen. Da die Werte von y^ üi über- 
einanderliegenden Punkten der Riemann sehen Fläche sich nur im Vor- 
zeichen unteracheiden, so wird für die in Rede stehende Stelle der 
Wert von YV dem soeben angegebeneu entgegengesetzt gleich; wir 
haben jetzt: 

Der Zähler in Gleichung (17) wird abo einfach gleich 2YV, so dafa 

sich ei^iebt: 

(18-) loga=J^_log(,+ :). 

Untersucht man in entsprechender Weise das Verhalten von log ß, 
log y, log S an den Stellen v «= 4l ^> ^^ kommt man zu dem folgenden 
znsammen fassenden Resultat: 

Die Logarithmen unserer Parameia- o, ß, y, d werden je in einem 
der vier su den Wiri&i v ^ + l gehörigen PunAtew tfer Biemannschen 
Fläche (y, YV) logarithmisch tmendlieJi. Der Zuwachs, den diese Loga- 
rithmen hei einem positiven einmaligen Umlauf um die betreffende Un- 
endlichkeitsstelle erfaJiren, ist, wie aus Gleichung (18') iiervorgekt, gleich 
+ 2xi. 

Die Verteilung der IJnendlichkeitsstellen auf die beiden Blätter 
der Riemannschen Fläche ist in Fig. 66 pag. 457 dnrch Beifügung der 
Buchstaben a, ß, y, d augedeutet 

Das Verhalten unserer Parameter auf der Riemannschen Flache im 
vorliegenden Falle ist hiernach nicht ganz so einfach wie im Falle des 
schweren symmetrischen Kreiseis. Ihre Logarithmen sind jetzt nicht 
wie früher Normalintegrale dritter Gattung, da sie im Ganzen an drei 
Stellen der Riemannschen FUche unendlich werden, nämlich je an zwei 
bei V = oo und je an einer bei v = + 1 gelegenen Stelle. Dieser 
Umstand hat für die spätere Darstellung durch die 9-Funktionen seine 
gewichtigen Konsequenzen. 

Nunmehr gehen wir von den Logarithmen zu den Parametern 
selbst über. Dabei verwandelt sich die logarithmische Unstetigkeit (1**') 
in eine einfache NuUstellcj die UnateÜgkeit (IH) aber in eine Uaend- 
Uehkeitsstelle, in deren Umgebung sich a (und entsprechend ß, y und d) 
wie CY'' verhält. Hieraus folgt, dafs unsere Parameter im U^iendlidien 
der Biemannschen Fläche verzweigt sind; sie ändern sich nämlich bei 
einem auf der Fläche geschlossenen Umlauf um einen der beiden Punkte 
« = oo im Vorzeichen. Überall sonst sind sie relativ zur Riemannschen 
Fläche unverzweigt und bleiben dementsprechend bei allen denjenigen 
Umläufen ungeändert, welche den Wert von t ungeändert lassen. Ferner 
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nehmen sie bei den „Periodennmlänfen", bei denen sich t um 2to be«. 
4ito' vermehrt, gewisse charakteristische Faktoren an, deren Loga- 
rithmen als Perioden der Intt-gralf {17} berechnet werden konnten. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir den Umkehrgedanken aus 
§ 3 dieBes Kapitels auf. Wir betrachten alao von jetzt au ^ als unab- 
hängige Variable und deuten diBse in einer komplexen T Ebene. In 
dieser Ebene zeichneu wir das früher beschriebene schachbrettartige 
Muster (vgl. Figur 64), welches die Ebene in unendlich viele Recht- 
ecke einteilt, mit dem Unterschiede, dafa die Länge der horizontalen 
und vertikalen Rechtecksseiten jetzt 2a und im' beträgt. Jedes einzelne 
dieser Rechtecke stellt eine konforme Abbildung unserer Riemannschen 
Fläche (r, YV) vor. 

Es genügt nun (wie frflherl die Werteverteilung der Funktionen 
"(Oj J'COi yCOi ^(0 '" einem dieser Rechtecke zu verfolgen, weil der 
Übergang zu den benachbarten Eechtecken durch Multiplikation mit 
den vorher genannten Konstanten bewerkstelligt wird. Betrachten wir 
z B (vgl t g r7) das Rechteck m t den Ecken 

+ 2(0 — oj + ^ira —a} — 2im', ia~2im'. 
Da jeder Parameter auf der R emonnschen Flache an einer Stelle 
und a 1 zwe Stellen oo w rd mufs es auch in unserem Rechtecke^ 
welches ja ein eindeutiges Äb- 



bdd der Fläche ist, fiir jeden 
Parameter eine Nullstelle und 
zwe Unendlichkeitsstellen gebeu. 
W e hegen diese Stellen ? 

Um die Nullstellen zn er- 
m tteln, berechnen wir den Wert 
des Litegrals ersterGattung ( von 
1 8 1 Da e einen Cosinus be- 
ie tet (den Cosinus des kleinsten 
W nkels, welchen die Äxe Z mit 

1 r Aie e bei der Kreiselbe- 
wegu g bildet}, so ist jedeufaUs 

<^ 1 und der Wert des genannten 
Integrales imaginär. Wir setzen 

hl gleich is und haben, da 
yV nur die Quadrate von « 
enthalt: 




(19) 



yv J yr 



r die Pftiasot- Bewe^ng. 

Hiemach sind die NuUstclkn von y wnd ß direkt gegeben durch 
t ^ -\- is und t ^ — is. Um ferner zu den Nullstellen von tt und S 
zu gelangen, gehen wir entweder im oberen oder unteren Blatte von e 
durch das Unendliche hindurch nach — r und von da nach dem Punkte 
v = — 1. Das Integral / nimmt hierbei einen der Werte + 2»(a'+ ts an. 
Von diesen liegen, als Punkte der /-Ebene gedeutet, die Werte 2ia — is 
und — 2im-\- is in uuserem Periodenrechteck. Der eine von ihnen 
liefert die NuBsteUe von a, der andere die von tf. Wie aich im Einzelnen 
die Nullstellen von y und ß auf die Punkte + is und die Nullstellen 
von d und a auf die Punkte +(2»o>'— is) verteilen, ist nicht schwer 
zu entscheiden. Wir gehen hierauf indessen nicht ein, sondern ver- 
weisen dieserhalh auf Figur 67. 

Die Lage der Unendlichkeitsstellen femer ist. durch den Wert des 
Integrales 

yy 

charakterisiert. Hierfür können wir auch achreiben, da Y nur gerade 
Potenzen von v enthält: 



J\ 



' iJyy'^Jvy) 



Der Wert dieses Ausdruckes ist aber nach Gleichung (12') bekannt, 
nämlich gleich to'. Verlegen wir den Integrationsweg in das andere 
Biatt, 80 ergiebt sich ersichtlich — ta' statt -j- ia'. In der t-Ebene 
entsprechen daher den beitlen übereinander liegenden Punkten v = ao, 
den ünendlichkeitssteilen unserer Parameter, die Punkte t^ -\- ia'. 

Aufser den angegebenen und in Figur 67 verzeichneten Punkten 
sind natürlich die sämtlichen äquivalenten Punkte, welche sich von 
jenen um die Perioden vielfache 2»kd -f" 4™'"" unterscheiden, gleich- 
falls Null- bez. Uuendlichkeitsstellen. Die Ordnung des Null- und 
Unendlich Werdens ist dabei dieselbe wie auf der Riemaunschen Fläche. 
Die Ordnung der Nullstellen ist durchweg gleich 1, die der Unendlich- 
keitsstelleu gleich — ■ 

Auf die Lage der Null- und Unendlichkeits stellen gründen wir 
nun die analytische Darstellung unserer Parameter durch ff -Quotienten. 
Dabei ist wohl zu bemerken, dafs an der Definition der d-Funktion 
(vgL pag. 418) eine kleine Änderung deshalb vorzunehmen ist, weil die 
Perioden unseres Integrals erster Gattung, welche früher 2io und 2ia' 
hiefsen, jetzt mit 2g] und 4io}' bezeichnet wurden. Demeutsprecheud 
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ist iu der Reihentlarstelluiig sowi^ in den Funktioiialgl(>tchungeii der 
^-Funktion etc. durchweg 2m' durch 4(ü' zu ersetzen. Um Zwei- 
deutigkeiten zu venneiden, wollen wir diese fr-Funktion mit Q(J) 
bezüichiien — alierdingg sehr im Gegensatz zu der von Jacobi ein- 
geftihrten Bedeutung dieses Zeichens -— während wir die Bezeichnung 
*((} fdr die mit den GrÖisen 2oj, Sie' gebildete Reihe reservieren. 
Äusßllirlich geschrieben lautet daher die Definition der beiden im 
Folgenden neben einander zu benutzenden Funktionen & {t) und (l) 
folgendermal Ben : 



»{t) = »(t,2<a,2ia) = 



sin 1- ■ 



Um zur Darstellung vo 
Quotienten 



*" «'" T^ + ■ 



( zu gelangen, betrachten 



e{ t - 



' + '•«) 



Dieser wird an denselben Stellen und von derselben Ordnung null 
und unendlich wie unser Parameter a. Überdies ändert er sich ebenso 
wie dieser bei Vermehrung von / um 2ta bez. um 4)0)' nur um kon- 
.staute Faktoren. Dividieren wir also a durch diesen Quotienten, so 
bekommen wir eine nirgends im Endlichen verschwindende und nirgends 
unendlich werdende eindeutige Funktion, welche sich mit konstanten 
Faktoren multipliziert, wenn / um eine der Perioden vermehrt wird. 
Von einer solchen Punktion weist man aber genau so wie pag. 420 
nach, dal's sie die Form k^' haben muis. Mithin folgt: 
e(f — aioi'+ i 



m 



= A-,e^' 



In mtsprecJumiifr Weise ergiebt sidt: 



(2(J) 






. /t.B-. 



yei'- 


■.•) 


0« + 


T) 


ebt sich 










e(i + .-.) 




V6(l- 


.-.•) 


■98 + 


-•)' 




9(1 


->■) 




V6(l- 


in') 


■9(1 + 


•v 


9(1 + S 


»• - .■.) 





Hier aind noch die Konstanten k und { zu bestimmen. 
Bezüglich der Konstanten l zeigen wir zunächst, dafs 

(2!) l^ i,, k = — 'i 

sein mufs. Aus den Gleichungen (14') 



r dia Poiasot-BeveguB^. 



> + l 



ßy. 



folgt nämlicli, dafs dieee Produkte ebenso wie v selbst doppelperiodische 
Funktionea mit den Perioden 2to und Ha' sind. Vermehren wir nun 
t um 2bi, so würde sich itS nnd ßy bez. um die Faktoren 

eC +<.)»- bez. e''" +*■'»" 

ändern, da die in uÖ und ßy auftretenden ©Funktionen im Quotienten 
ungeändert bleiben. Andrerseits würden sich dieselben Grolsen, wenn 
wir / um Aito' vermehren, um die Faktoren 

cC+W**"'' bez. e<''+w*'»' 
ändern. Diese sämtlichen vier Faktoren sind also gleich 1 zu setzen, 
was nur dadurch zu erreichen ist, dafs wir, wie oben angegeben, 
It^ ^ Ij, l'i ^ — ^s nehmen. 

Wir wollen femer zeigen, dafs 



(22) 



'.-'. + ii 



ist. Zu dem Zwecke gehen wir von einer der Gleichungen (14) aus, 
welche wir mit Rücksicht auf (5) so schreiben kSnneu: 
jBq — Ap 



ay = 



tG 



Nun zeigen aber die in den Gl. (9) für ;>' und (^ berechneten Werte, 
dafe p und § bei einem einmaligen Umgang um die Verzweigungs- 
punkte ti = e und V = e, bei welchem i um 2ro wächst, sich im Vor- 
zeichen ändern, dafs sie aber bei einem Umgange um die Punkte 
f ^c und V ^ ^ e, während dessen t um Ha' wächst, ungeändert 
bleiben. Andrerseits würde nach den Gleichungen (2Ü) und (21\ wenn 
wir t um 2<o bez. 4ia' vermehren, ay die Faktoren annehmen 

eC-W»" bez. e*''-'-'*'"'' e~~^. 
Der erste dieser Faktoren ist also gleich — 1, der zweite gleich -)- 1 zu 
setzen. Dies führt mit Notwendigkeit auf die angegebene Relation (22). 
Somit bleibt nur noch die eine Gröfee l^ übrig. Ihr Wert ergiebt 
sich aus (20) durch logarith mische Differentiation: 
d tög a d log 6 (( — at<i>'+ i«) 



(24) 



l, ■■ 



dt 



Hier können wir für t ii^end einen speziellen Wert einsetzen, für 
den der zugehörige Wert von v und also auch (nach (16'j) der Wert 
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TOD * 


'■T 


■ bekannt ist. Z, 


B. 


kann man i = 


: - is 


nehmen, 


worauf 


wird. 


E. 


V — + 1, yv. 

folgt dann 


- 




dlaga 
dt 


.0 




(24') 


i, 


_ io e'(2...': 

2C "•" e (a."«'; 


;+ 


1 |e-(i.'-i.! 

2 le (...•-«) 


G'i 


;•■»■+ ■■>)l 
:■■-•+ ")i 





Hieraus erkennt man, dafs /, rein imaginär ist, so dal's wir /, lieber 
gleich »7 setzen, wo l reell ist. 

Man könnte den Ausdruck für ?, bez. für l leicht noch etwas ver- 
einfachen; indessen legen wir hierauf keinen Wert, da wir im Folgen- 
den die Gröfse l SfMst neben den Grölsen o), ta' und s, welche allein 
zur Festlegung der Bewegung nicht ausreichen, als eine der dtarakteristi- 
Bchen Konstanten der FoiASot-Bettfegung ansehen werden. 

Die vollständige Tabelle unserer Konstanten k lautet nun folgender- 
maTsen: 
(25)i,_ii, l,-i{l+'-i), h=-i(' + ii), h--il. 

Um auch die Konstanten k zu bestimmen, gehen wir auf die Än- 
fangswerte der a, ß, y, d zur Zeit l ^ zurück und drücken diese 
nach der urspi-fln glichen Definition von pag. 21 durch die Anfangswerte 
der Eulerschen Winkel <p, ii>, # aus. Wir haben dann 

'AI*. 
«0 ^ COS -^ e etc. 

Die Anfangszeit ( ^ ist nun so gewählt, dafs in ihr v ^ e und 
also, nach den Gleichungen (9), g = wird. Aus (5) ergiebt sich aber, 
dafs mit q auch der Richtungscosinus c' zwischen der Y- und der 
0-Ase verschwindet. Der Winkel zwischen diesen beiden Aien ist 
also ein Rechter. Wir nannten aber diejenige Gerade der XF-Ebene, 
welche senkrecht zur s-A^e steht, die Knoteulinie. Mithin fallen fär 
/ ^ die Kootenlinie und die F-Ase zusammen. Es ist demnach 
ipa^ — V ^-^ nehmen. Der Winkel ii>f, ferner ist gänzlich in unsere 
Willkür gegeben. In der That kann der Verlauf der Bewegung in 
keiner Weise davon abhängen, wie wir das aiy^-System im Räume 
orientieren. Wir können insbesondere also auch die x-A^e in der 
Anfangslage mit der Enotenlinie zusammenfallen lassen und dement- 
sprechend ^0 = wählen. Dann aber zeigen die genannten Gleichungen 
von pag, 21, dal's 

(26) ".--»., ß.--r, 

wird. Setzen wir andrerseits in den Gleichungen (20) / = 0, Bo er- 
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kennen wir, duls nach diesen Gleichungen 

^''''^ k; F,' k, k, 

wäre. Damit die letzten Gleichungen mit den vorhergehenden rer- 

tri^licb sind, mu& notwendig 

(27) K = h, *-s = *. 

genommen werden. 

Um aehliefslich den gemeinsamea Wert von /:, und k^ einereeits, von 
k^ und h„ andrerseits zu bestimmen, gehen wir auf die Gleichungen (14') 

^28) ««-~t-', ßr-'-^ 



zurUck. Hier wollen ' 
Funktionen von l 



■ die reckterhand stehenden doppeltpenodischen 



durch t darstellen. Da o+ 1 liir ( = +(2»(o' — is) verschwindet und 
für / ^ "4; ifo' unendlich wird, so hat der Ausdruck 
9(i — 2 jia'-l- ia) 6{ t -f 3 t m'— ia) 
e'(t — ito') G{t"+~iM'') 

dieselben Null- und Unendlichkeitsstellen in der (-Ebene wie ji -|- 1 . 
Er ist überdies gleichfalls eine doppeltperiodische Funktion und kann 



+i 



sich daher 

haben also 

(29) 

und entsprechend 

(29') 



+J. 



nur um eine Konstante unterscheiden. Wir 
„ 9 It ^ a ■■g.' -f is) 9 (t + B .-Q.' — .•») 



= C'- 



e (t ~ i») 






0((- 



d') e(t + tai') 



Die Werte der hiermit eingeführten Konstanten C und C, welche 
natürlich nicht mit dem Trägheitsmomente C verwechselt werden 
dürfen, ergeben sich leicht, wenn wir etwa in (29) t=is, in (29') 
t = 2ifo' — is einsetzen. Dann werden die linken Seiten gleich -(- 1 
bez. — 1, und die 0-Quotienten der rechten Seiten gleich 
9(2 im') 



bez. 


gleich 




eii. 


-.-.). e(>. 


■ + 


'«) 




9(2.01'- 


-2.j)-e(8 


(»•) 


6(2*»'- 


- 8 


*)e(2.-«') 




euo'— 


.).e(»..,- 


— *•) 


e(i.' + i.) 


Hithiii haben 


wir 










(30) 


c 




in) e ( 


•■+ ■•) 

e(2.-.') ' 


c 


(W- 
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obBwtgimg durch eUiptiiciie f 



Setsen wir nun in den Gleidhungeii (2h) linkerhund die Werte der 
ff, ß, y, 3 aus (20) ein und drücken wir die rechten Seiten nach (29) 
auB, ao heben sich die von t abhängigen Beetandteile heraus und wir 
erbalten unmittelbar; 

k^k^ =. C, k^k^ = C, 

also mit Rücksicht auf (27): 

(31) K = Y~C, k^ = VG', k, = YC', k, = YC 

Die Vorzeichen dieser sowie der in (20) vorkommenden Quadrat- 
wurzeln sind 80 zu wählen , dafs die aus letzteren entspringenden Werte 
von OTg, ßg, jig, dg Uli t dcffl vorher besprochenen Anl'angszustande über- 
einstimmen. 

Aües VorhergeJiende zuaamnienfassend können wir also unsere Para- 
meter durch das nachsiekende degank Gteichwngssystem i/arsidlen: 



(32) 



ß^iVCe-" 

tf_ yce-' 

C 



yww^ 



"')e(H 



•')' 



V'e((-i»')e (( + ;»')' 

■?(, + tB'-i.) 9(( — jg) 

'j/e(( — iV)e((-f to')' 

Bit -j-iim' ~ii) 






3(St( 



■ ii»)Q(iia') • 



Durch dieae ßleichungen sind die sämtlichen Poinsot-Bewegungen 
in ein einheitliches analytisches Schema gebracht. Wenn wir für die 
vier darin auftretenden Konstanten a, a', s und l alle möglichen 
reellen Werte einsetzen, müssen sich alle möglichen Bewegungen des 
kiäftefreien Kreisels ergeben. Durch eine Abzahlung Überzeugt man sich 
übrigens leicht, dals unsere vier Konstanten wirklich von einander 
unabhängig sind, ihre Zahl also nicht weiter herabgedrUckt werden 
kann. Alle weiteren Sätze, welche wir im Folgenden aufstellen werden, 
sind einfache Folgerongen aus diesem analytischen Schema. 

Wir richten unsere Aufmerksamkeit zunächst auf die Bahnkurve, 
welche irgend ein Punkt des Kreisels, der von den Abstand l hat, 
im Räume beschreibt. (Die Bahukurveu aller Übrigen Kreiselpunkte, 
deren Abstand von nicht gleich 1 ist, sind natürlich jenen Bahn- 
kurven geometrisch ähnlich.) Die Lage des betreffenden Punktes gegen 
den Kreisel charakterisieren wir wie früher durch die komplexe OröCra 
A, die Lage im Räume durch ;i. 
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Dann besteht zwischen l und A die uns von früher her bekannte 
Beziehung: 
(33) l = " 



Tragen wir hier für a, ß, y, d die gefundenen Werte ein, bo ist A als 
Funktion von t bekannt. Diese Funktion liefert dann in der früher 
beschriebenen Weise direkt die stereo graphische Projektion der Bahn- 
kurve auf die zy-Ebene. 

Scsotiders einfach wird die Gkiehung für die Bahtikurve der im 
Abstände 1 von aaf der Z-Axe gelegenm Punkte. Wir wählen den 
auf der poBitiven Z-Axe gelegenen Punkt aus; (für den auf der negativen 
Z-Axe gilt das Folgende mutatis uiutandie gleichfalls). Diesem ent- 
spricht nach Gleichung (1') von pag. 430 der Wert A = oo; der zu- 
gehörige Wert von X werde mit Xz bezeichnet. Die Gleichung der 
Bahnkurve in stereographiacher Projektion lautet daher nach (33) ein&ch 



e (t — is) 



oder, wenn wir aus (32) einsetzen: 

(34) A, = -.>'■■"+£"+-■ 

Ganz mtspreciiende Darstellungen müssen sich aber auch für die 
Bahnkurven von Punkten der anderen Hauptaxen aufstellen lassen, da 
man ja die Bezeichnung der Axen vertauschen kann. Diese Dar- 
stellungen lassen sich auch direkt aus der Gleichung (33) herleiten. 
Wir setzen hier für A diejenigen Werte ein, welche den im Abstände 
1 von auf der positiven Y- und Jt-Axe gelegenen Punkten zukommen. 
Es sind dieses (s. Gleichung (1') von pt^. 430) die Werte A = » und 
A ^ 1. Die Gleichung der Bahnkurve für diese Punkte lautet daher: 

■' yi + S' *■' y + i' 

Man überzeugt sich nun, indem man aus (32) einsetzt, dals auch 
diese Ausdrücke als einfache Theta- Quotienten geschrieben werden 
können. Dabei sind aber die Perioden der hier auftretenden Thetas 
nicht wie bisher 2(ij, Aia', sondern vielmehr bei Ay 4m, 2ia' und 
bei Xx 4tu, 2(o + Situ'. Der Grund für diese Verschiedenartigkeit der 
Perioden liegt, wie man noch näher ausführen konnte, offenbar darin, 
dafs wir bei der Auswahl der Integrationsvariabein v und bei der Be- 
rechnung von t die auf unsere drei Axen X^YZ bezüglichen Daten 
{.P> 9i *"> -^j ^! ^' ^**) in unsymmetrischer Weise benutzt haben. 

Die Umrechnung der vorstehenden The taaua drücke in die neuen mit 
halbierten bez. verdoppelten Perioden gehört in ein von den Mathematikern 
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Tielfach augebautes und in theoretischer Hinsicht wichtiges Gebiet, in 
die sog. TransformaÜonslheorie der eÜiptisdien Funktionen. Es ist sehr 
interessant, dals diese aus rein abstrakten Gesichtspunkten entwickelte 
Theorie, die wir im Folgenden noch mehrfach streifen werden, bei unserej 
Behandlung der Poinsot- Bewegung eine konkrete Anwendung findet. 
Leider können wir hier unmöglich ausföhrlich auf diese Theorie 
gehen; wir müssen uns darauf beschränken, soviel als für den gerade 
liegenden Zweck erforderlich ist, davon mitzuteilen und ad hoc abzuleiten. 

Durch die angedeuteten Überlegungen erkennt man nun die Richtig- 
keit der folgenden zusammenfassenden Angabe: 

Die Jiahnkurve, irelcfw ein im Abstände 1 von gelegener Punkt 
einer der drei Haupiaaxn hei der Poimotbetcegung beschreibt, läfst sieh 
allemal in bemerkensueri einfacher Form durch eine elliptische Funktion 
sweiter Art ersten Grades beschreibett. Die Perioden dieser elliptischen 
F\mktion sind, je nachdem es sich «m einen Punkt der Z-, Y- oder 
XAee handelt, 2a, 4ia>', oder 4m, '2io' oder endlich 4ro, 2o + 2im'. 

Dagegen verhalten sich die Ausdrücke für l, welche nach Gl. (33) 
den Bahnkurven der übrigen Kreis^jlpunkte entsprechen, bei Vermehrung 
von / um eine der Perioden 2(o, Um' nicht rein multiplikativ; sie 
sind daher nicht als elliptische Funktionen zu bezeichnen. 

Sodann betrachten wir der Votlständigkeit halber die neun Ricbtungs- 
cosinus a, h, c, a', b', c', a", h", c", welche die Äxen des beweglichen 
Xy^-Systems mit den Axen des festen zyzS^stems bilden. Wir 
wollen mit Hülfe von Umrechnungen, welche abermals in die Trans- 
formation stheorie der elliptischen Funktionen hineingehören , zeigen, 
dafe auch diese Gröfsen sich in sehr einfacher Weise, tiämlidi als 
ellipliscke Funktionm zweiter Art ersten Grades mit den Perioden 2m, 
2is>' darstellen lassen. Genauer gesagt, gilt dieses nicht von den 
RichtungscosinuHsen selbst, sondern einerseits von den komplexen Ver- 
bindungen derselben 

a -\- ib, a' -}- ib', a" -j- ib ', 

(sowie den konjugierten Gröfsen) und andrerseits von den Cosinussen 

c, c', c" . 

Wir achreiben uns zunächst die Ausdrücke dieser Gröfsen in den 
a, |3, y, d hin, welche sich unmittelbar »hirch Vei^ieich der Schemata 
(3) und (9) von pag. 17 und 21 ergöben und verifizieren an den fertigen 
Ausdrucken die Richtigkeit des angegebenen Resultates. Die fr^licben 
Ausdrücke lauten: 
,35. j«+*-"'-^', a+ib- .■(a'+^'), a-+.r = -2«(l, 
l c — -<iy + ßd, c^-Hnr + ßd), c~^at+ßr. 



Betrachten wir etwa die erste di 
Gleichimg (32) haben wir: 



die Poitutot-Bevegung. 

Grölsen, 
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Nach 



(36) 



-ift = 



Ce^" 



}'((- 



■• + i>) + t 



e'((+ is) 



ec(~.-»')e((-ff 

Der Nenner verschwindet für t = im' -\- 2ma -\- Am'iet', sowie 
für t ^ — ioi' -\- 2mco -\- imia'. In ihrer Gesamtheit sind also die 
NulUtellen des Nenners gegeben durch 

/ = — ica' -j- 2ma + 2»i'iia', 

Ferner verschwindet der Zähler, wie man leicht ans den Eigen- 
schaften der 6- Funktion folgert fllr t^=m -\-ia' ^is -\- 2mm-\-4m'ioi 
und filr l ^ a — iva' — is + 2m(a -\- im'ia'. Die Gesamtheit dieser 
i-Werte lälst sieh so schreiben 

< = m -|- im' — is + 2ma + 2m'ia'. 

Überdies ändern sich Zähler und Nenner, nachdem mau sie nocli 

mit dem gemeinsamen Faktor e '"■ multipliziert hat, bei Vermehrung 
Ton t um 2a und 2ica' bez. um die Faktoren 



-1, +e 



(Zähler), 



" (Nenner). 

Dies sind aber gerade diejenigen Faktoren, nm welche sich auch Zähler 
und Nenner des folgenden mit den Perioden 2a, 2iio' gebildeten 
J> Quotienten ändern, mit dessen Null- und Unendlichkeitsstellen auch 
die Null- und unendlichkeitsstellen von « -j- lO übereinstimmen: 
»{t — iB + ie — im'I 

Von diesem kann sich also die obige Kombination von 9-Reihen 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Wir bekommen somit 
die folgende Relation zwischen den 9-Fimktionen von den Perioden 2a>, 
4(0)' und den fl-Reihen von den Perioden 2ct, 2ia': 



3'«- 



'• + »)+« 



(37) 



e{("»ai') e((4- im') 



>'('+'•'), 



1^' 9{l + ia>-) 

Zur Bestimmung von C, setzen wir t = 
Seite wegen des in (_32) angegebenen Wertes ^ 
e{2ia) 
0(2(8 — aico')' 



IS, worauf die linke 
i C Übergeht in 



B{Ue 



»{in 



•>') 
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Wir haben also zunächst 

' ' ' ^ (2m — 2.0.') ■ 9(a +"«m'V 

Dieser Wert läfst sich aber noch weiter vereinfachen und ganz auf 
^-Funktionen zurückführen. Wir atellen zu dem Zwecke die folgende 
allgemeino Relation*) voran: 

,„„, e(8_t) »(0»((-f a) 

^^ e(a(,)""»((,)e(t, + a.)' 

Um ihre Richtigkeit einzusehen, bemerke man, dals sich die Zähler 
der rechten und linken Seite bei Vermehrung von t um 2w und 21»' 
genau um die gleichen Faktoren ändern. Die Zähler sind also bis auf 
eine multiplikative Konstante einander gleich. Setzt man noch t^t^, 
80 sieht man, dafs diese Konstante richtig gewählt ist. 

In Gleichung (38) wollen wir nun insbesondere die Werte t = tat', 
ti = 18 — ia' eintragen. Dann folgt: 

9(3)«— 2t<D') *{(«— »Bi')*(aj -i- »" — tm''' 
Mitbin kfinnen wir statt (37') einfacher schreiben: 



(39) 



C,-3 



»(■»•) 



Die Gleichung (36) für die gesuchte Gröfae o + ili Dimmt daher 
wegen (37) und (39) die folgende definitive Form an: 

In ganz entsprechender Weise kann man die sämtlichen in (35) 
angegebenen Ausdrücke umrechnen und auf ^-Funktionen von den 
Perioden 2id, lim' reduzieren. Wir stellen die BesuUate in iler folgen- 
den Tahdle Busammen: 

»ftro')»(t- 0, + it—in) 



(40) 



a+ib- 



'9{it — »«'-(-«)#(( + imT 



«■"', 






«■"', 



'•"+•■»"-'■ iRi 



— in' + a) »{t + ia ) 
» (■■)»-(l- 



»(» + ' 






•»((.-(..■+»)»(> + ■.■) ° 

,, »(i. + .■.•) ! > (!-! -■.■ + .) -" 

»(i. -.•«■-1- .)»(! + ii')"'' • 

•) Auch diese Formel, ebenao wie die Oleichuag (87) etc wird in der Lehre 
von der Tronafonuation der eUiptiKclien FunlttioDen syetematitich entwickelt. 
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Wir haben in diesen Gleichungen das wesentlichste Kesultat einer 
berüiunten Arbeit von Jacobi*) (Sur la rotation d'tm corps etc.) auf 
einem neuen Wege abgeleitet. Dasselbe lautet in unserer Terminologie 
folgendennafsen : 

Die neun Richbaigscositius ewischen den Aren des hctneglidien utut 
des festcti Koordinaten-^stems (oder richtiger die angegeiieHe» kompiextit 
Kombinationen ders^ben) sitid sämtlich eUipOscJie Funktionen ersten Grmles 
von den Perioden 2» and 2ia'. 

Wir gehen scbliefslich zur Betrachtung der Polliodie- und Herpol- 
fwdiehtrrc**) der Poinsot-Bewegung ober. 

Über die Polhodiekurve vorderhand nur wenige Wort«. Nach den 
Gleichungen ('5) sind ihre Koordinaten p, q, r den Richtungskosinussen 
c, c', c" proportional; sie stellen sich daher ebenso wie diese durch 
(Hiptische Funktionen ersten Grades dar. Dabei werden die Faktoren, 
mit denen sich p, q, r bei Vermehrung von ( um die Perioden 2(d, 
2ia' multiplizieren, besonders einfach, nämlich gleich 4- 1, wie aua 
den Gleichungen (40) ersichtlich. Dies ergiebt sich auch aus dem Um- 
stände, dala die Gröfseu p', q^ und r* als gauze Funktionen von v 
doppeltperiodisch sein, d. h. bei Periodenzuwächson den Faktor -|- 1 
aufweisen müssen. Bei den Quadratwurzeln p, q, r werden daher nur 
die Faktoren + 1 auftreten können. 

Ausführlicher gehen wir auf die Herpolhodiekurve ein. Ihre Glei- 
chung schreiben wir in der Form von pag. 44 an : 

Setzen wir in die erste Gleichung die Werte von a und ß aus 
(32) ein, so erhalten wir: 

( d log g d log p\ 



= 2iaß[ 



dt 



„ l 9'(t-2iV+i») &{t + ii ) 

' le(e— 2ioj'+ts) e((-f is) 



Hier wollen wir abermals zu ^-Funktionen von den Perioden So 
imd 2ia' Übergehen. Bemerken wir zunächst, daJs die Klammer sich 
bei Vermehrung von t um 2a und 2im' bez. um die Faktoren -|- 1 
und — 1 ändert. Dieselben Änderungen erleidet aber der Quotient: 

•) Vgl. Ges. Werke Bd. 2 pag. 293 oder Crelle« Journal Bd. 80. 
**) Die Darstellung der Polhodiekurve und teilweise auch die der Herpol- 
bodiekurre durch elliptische Funktionen ist zum ersten Haie von Rueb in seiner 
Dissertation, Utrecht 1834, gegeben. 



mit deBsen Null- und ünendUchkeitas teilen anch die Null- und ünend- 
lichkeitsetellen unserer Klammer ü^e reinst im men. Wir haben also 
e'( ( — 2la>'+ 1» _ &(t + it) _ •« p » ( ( — m + ,>) 

6(( — 3io.'+ i«) e(t + is) Bm "" ' »{t + ii) 

Die Konstante (7, bestimmen wir, indem wir etwa t ^ — is setzen, zu 

Desgleichen läfst sich der 0- Quotient vor der Klammer in # Funk- 
tionen von den Perioden S», 2m' umrechnen. Es wird nämlich offenbar 



e(t- 



'.im--i^ig ^e (t + is) _ 



»it-^ 



6(1 — ini')0(( + *<n") ^ 9(t+ ia) 

Die eingeföhrte Konstante C^ bestimmt sich wieder, wenn wir t =•= — ii 
1 Wert von C aus (32) wird dann zunächst 

e'(0) 9{ia>' — is) 



setzen. Mit Rücksicht auf 



Zur weiteren Vereinfachung dieses Quotienten gehen wir auf die 
Gleichung (38) zurück. Setzen wir daselbst i=«0, (, =ia' — is, so 
erhalten wir: 

ayco) d'(o)fr(a>) 



- 2 ia) 

a = 



0{ia 



>g)«'(a>4- tu' - 



Mithin wird 

i *(^) 

Hiemacft ergiebt sich für x -\- ix der folgende definitive Wert: 



(41) 3r-fi« = 



*'(0) 



&(« + .■ 



ig) 



..„ &(<„„ + ;,) 
©(( + .«') 



Dieser Ausdruck weist die gröJste Analogie mit dem früheren 
Ausdruck für die Herpolhodielnirve des schweren symmetrischen Kreisels 
{Gleichung (13) und (13") von pag. 437) auf. Er ist nicht nur gleich- 
falls eine ellijiHsche FunJctimt ersten Grades, sondern er kann auth, in- 
dem wir für s eine geeignete Substitution machen, direkt in jenen über- 
geführt werden. Im folgenden Paragraphen werden wir aus dieser Be- 
merkung wichtige Konsequenzen zu ziehen haben. 

In entsprechender Weise können wir noch den Ausdruck von g 
bilden. Nach Früherem (vgl. pag. 124) wissen wir, dal's p eine Kon- 
stante (^ -^-j ist Wir können daher in dem oben angegebenen all- 
gemeinen Werte von ß sogleich ein spezielles ( einsetzen , z. B. / = -f- ('s 



I 



§ T. Über die Poinsot-fiew^iiDg. ' 

Dann verschwindet y und es wird gleichzeitig (wegen aS — ^y = 
aS ^\. Wir bekommen daher 

d. h. 

B-(2i«-ai.| -) _ J^ I 9'(ii-iiii-) 9'(|-j + ■'■■) 1 
3 (ais— 2io') 2 l e (is — im') "•" (»s + io) ') I 



■■' + 



Auch hier wollen wir von den Ö- zu den 0-- Funktionen über- 
gehen. Wir erreichen dieses durch die folgenden Substitutionen: 

9'(af «-g.-.°' )^ 1 j ft-(u-ta') ) »'(», + ■«-ta.' )l 
0(3i«— 2iwT 2 i i&(i» — »»')'"*(• + ts — im')! 



3" ( ■•*-'•«■' ) , ei(>»_+i?:) »'(t«-.V) 



Die erste dieser Gleichungen folgt aus (39) durch logarithmieche 
Differentiation; die zweite verifiziert man, wenn man die rechte und 
linke Seite auf ihr Verhalten bei Periodenzuwächsen vergleicht und 
eine additive Konstaute richtig bestimmt. 

Statt des ursprünfflichen Wertes von p können wir auf solche Weise 
schreiben: 

(42) -,_i(2i, + i^ + «>.+;' + -^). 

Als GesamtresiUtat dieses Paragraphen ergiebt sich, dafe auch för 
die Behandlung der Poinsot^Bewegungen unsere Parameter a, ß, y, 9 
ein sehr geeignetes Instnmient liefern. Sind ihre Ausdrücke in 6-Reiheii 
einmal gefunden, so haben wir die Darstellung aller übrigen Elemente 
der Bewegung in der Hand. Zwar waren diese Ausdrücke seibat hier 
nicht ganz so einfach, wie in der Theorie der schweren Kugelkreisels; 
auch konnten wir beim Übergang von den 9- zu den Ä-Funktionen 
etwas umständliche Umrechnungen nicht vermeiden. Diese liegen aber 
in der Natur der Sache begründet und haben im Hinblick auf die 
Transformationstheorie der elliptisehen Funktionen an sich ein gewisses 
Interesse. Wollten wir die Benutzung unserer 0-Reihen überhaupt ver- 
meiden und mit Jacobi etwa direkt auf die Ausdrücke der neun Bichtungs- 
kosinusse ausgehen, so würde die Vollständigkeit der Entwickelungen 
darunter leiden. Insbesondere würden uns die schönen Resultate über 
die von einem Punkte der Haupttr'agheitsasen beschriebenen Bahnkurven 
entgangen sein. 
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§ X. Konjugierte Poiiisot-BeweguiigeD. Jaoobis Theorem über den 

Ztuammenhang swisohen der Bewegung des kräftefteien 

unsTnunetriscben und des scliweren Kogelkreisela. 

Nachdem die Behandlung der einzelnen Foinsot-Bewegnng erledigt 
Ut, kommen wir nun dazu, die Beziehungen zweier in bestimmter 
Weise einander zugeordneter, sog. „konjugierter" Po i nsot - Bewegungen 
zu schildern. Dabei wird sich ein in der Litteratur viel genanntes 
Theorem von Jacobi ergeben, welches einen bemerkenswerten Zu- 
Bammenhaug zwischen der Bewegung des schweren Kugelkreisels und 
der Theorie der konjugierten Poinaot-Bewegungen statuiert. 

Zu dem Zweck geben wir nochmals auf die Polbodiekurve zurück 
und zeigen, daTs ein und dieselbe Polbodiekurve stets in doppelter 
Weise als Polbodiekurve einer Poinsot- Bewegung aufgefafst werden 
kann, dal's sie nämlich gleichzeitig die Polbodiekurve für zwei ver- 
schiedene reelle kräftefreie Kreisel darstellt. 

Eine Polbodiekurve besteht (vgl. die Figur von pag. 131) stets 
aus zwei symmetrisch gleichen Asten. Beschreibt der Punkt mit den 
Koordinaten p, y, r den einen Ast, ao durchläuft der Punkt — p^ 
— q, — r <len anderen Ast in entgegengesetzter Richtung. Bei der 
einzelnen Pninsot-Bewegung wird natürlich nur der eine Ast von dem 
Endpunkt des Drebungsvoktors bestrichen. 

Wir fragen, ob der andere Ast die gkidie Rotk bei einer anderen 
Poinsot- Bewegung spielt. 

Die Antwort einlebt sich sofort aus den Eulerscben Gleichungen. 
Nach Voraussetzung genügen die Koordinaten p, q, r den Gleichungen: 



dp _B - 



-""P' Ti = - 



- PS- 



Dan n erfüllen aber ersichtlich die Koordinaten des diametralen 
Punktes j)' =— j) , q' = — q, r'= — r die folgenden Gleichungen: 
,-, dp' B — C , , dq 



dt ' 



'P> -dt- 



-Ö--P2- 



Die Gröfsen p', q', r' gehören also einem anderen Kreisel tüs Drekungs- 
]compoacnlen hinzu, dessen Trägheitsttumienle — wir wollen sie mit A', 
B', C bezeichnen — mit den TrägJteHsmomenten des ursprimgUcheti 
Kreisels durch die Helationen verbtinden sind: 



-C" 



C~A A' — B 



Wir haben zunächst zu zeigen, daie durch diese Gleichungen ein 
reeller Kreisel definiert wird, d. h., dafs eine Massenverteilung von den 
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Hauptträgheitsmooienten Ä', B', C möglich ist. Zu dem Zwecke ge- 
nQgt es, sicli zu überzeugen, I) dafa die Grofsen A', B', C sämtlich 
positiv sind, und U) dafs sie den bekunuteu ÖDgleichungen von pog. 100 
(denselben Ungleichungen, welche auch zwischen den Selten eines ge- 
wöhnlichen Dreiecks bestehen,) genügen. 

I) Die Gleichungen (2) stellen drei lineare homogene Gleichungen fflr 
die Unbekannten Ä', B', C dar; durch diese sind natürlich nur die 
Verhältnisse A': B': C bestimmt. Und zwar finden wir durch Ä\if- 
lösung dieser Gleichungen leicht: 

(3) A': B-. C'= A{B -j- C — A) : B(C -\- A — B) : C(A + S — C). 
Die rechts stehenden Gröfsen sind aber sämtlich positiv, da ja die 
A, B, C den für die Realität des ursprünglichen Kreisels erforderlichen 
Ungleichungen genügen sollen. Wählen wir also, was gestaltet ist, 
eine der GrÖl'sen A', B', C als positiv, so werden nach der vorstehen- 
den Proportion auch die beiden anderen GrÖIsen positiv sein müssen. 

II) Hätten wir umgekehrt die Gleichungen (2) nach den A, B, G 
aufgelöst, so hätten wir offenbar die folgende Proportion erhalten: 
(3') A:B:C=A\B--\-C-—A-):BXC--\-A'-B-):C\A'-irB'—C'). 
Hiemach verhalten sich also auch die drei Gröfseu B' -\- C — A', 
C'-^-A'—B', A'-i-B'—C wie drei positive Zahlen. Da doch 
mindestens eine von ihnen positiv sein muh, werden es also auch die 
beiden anderen sein. 

Hiermit ist unser Kreisd A', B', C als recü nachgewiesen. 

Wir wollen femer auch die Eonstanten 2h' und G' unseres zweiten 
Kreisels mit den Konstanten 2h und G des ersten in Zusammenbang 
bringen. Dals nämlich die Drehkomponenten p, q', r' zwei Integral- 
gleichungen von der Form 

^y»+B'g'* + Cr'* =2h', 

genügen, ist von vornherein klar, da diese Gleichungen eine direkte 
analytische Folge der (in den A', B', C geschriebenen) Eulerschen 
Gleichungen (1) sind. Der fragliche Zusammenhang ergiebt sich un- 
mittelbar aus den Gleichungen (11) von pag. 457. Wir schreiben uns 
diese in der folgenden Form auf: 



(*) 



2hA~ 


G 




A 


- B 










C 


2hB- 
CA 


G 


= 


B 


— A 

-c— 


ihC- 
\ AB 


G^ 


= 





— A 

B 
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m 



2h'Ä' ~ G'' 


- B-C- 


aft'B'- ff'' 


C-A- 


aft'6" — G'' 


A-B- 



C- 



A- 



In diesen beiden ßleichungstripeln sind nun die rechten Seiten 
einander entgegengesetzt gleich. Mithin ergeben sich die folgenden 
Relationen: 

,2h'A--G'' _ 2hA-G' 2h'B--0*_ 2hB- 

(5) 



8 VC 
A'B' 



Cf» 



2*0- 



6' 



AB ' 

Ton denen die dritte Termöge (2) eine Folge der beiden ersten ist. 
Zwei von ihnen können darauf zur Bestimmung der VerhSltniase von 
h' und ir' zu den Tn^heitsmomenten A', B', C benutzt werden. Somit 
sind die 5 Konstanten A', B', C, h', G' bis auf einen Proportionalitätß- 
faktor bekannt. Auf diesen Faktor, welcher notwendig unbestimmt 
bleibt, kommt es aber bei der Bewegung in keiner Weise an. 

Die durch die Verhültniase A' : B' : C : h: G' definierte Poinsob- 
Bewegung ist die oben erwähnte, zu der Bewt^mg A:S:C.h:G kon- 
jugierte. Umgekehrt ist diese letztere Bewe^ng, wie unmittalbar aus 
der Symmetrie der Gleichungen folgt, die konjugierte zu jener ersteren. 
Man bemerke noch, dafa, wenn für den einen der lieiden konjugierten 
Kreisel, wie wir voraussetzten, die Beziehung 

A>B>C 
gilt, dafs dann f(ir den anderen Kreisel die Ungleichung 

Ä'<S-<G' 
folgt; ferner, dafs, wenn die eine der beiden konjugierten Kreisel- 
bewegungen, wie wir annahmen, zu der Klasse 

'ihn— G*>0 
gehört, dafs dann die andere Bewegung in die Klasse 

2h'B'—G''<0 
hineingehürt. 

Wir müssen femer den Zusammenhang zwischen den „transcendenten* 
Konstanten m, a', s und l beider konjugierter Kreisel, welche für uns 
noch wichtiger sind, wie die „elementaren" Konstanten A:B:C:h:G, 
feststellen. 

Zutiädist sieht man, dafs die Konstanten a und a' für beide Kreiad 
dieselben sind. Dii> Gleichheit von m ergiebt sich ohne Weiteres aus 
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der Bedeutung dieser Gro&e. a bedeutet lümlich, wie wir sagen kömien, 
die Zeit, während welcher der Drehungavektor den zwischen den Ko- 
ordinatenebenen 3^0 und p ^ ausgespannten Bogen der Poihodie- 
kurve bestreicht. In der That wird nach den Gleichungen (9) des 
vorigen Paragraphen g =^ für i; = e, A L. für i = und jj ^= t^r 
V ^ f ', d. h. Tdr t= at. Die beiden diametralen Äste der Polhodiekurve 
und insbesondere der eben genannte Bogen, (aus dessen kongruenter 
und Bjmmetriscb gleicher Wiederholung sich die ganze Polhodiekurve 
zusammensetzt), werden aber von den Drehungsvektoren der konjugierten 
Kreisel in demselbeu Tempo dnrclilaufen. Also mufs in der That m 
für beide Kreisel gleich sein. 

Die Gleichheit von m' femer kSnnten wir ähnlich erweisen, wenn 
wir den vorstehenden Schilds auch für imaginäre Wert« der Zeit an- 
lassen wollen. Wir können aber auch so verfahren: Ks ist nach den 
Gleichungen (6) und (10) von pag. 45.% 456 

Nun ergiebt sich der Wert von im' fiir die eine und die andere 
Kreis elbewegnng, wenn wir als untere Grenze des betreffenden Integrales ( 
denjenigen Wert von r bez. r', för welchen q^O bez. <i' ^0 ist, und 
als obere Grenze den Wert r = c» bez. r' = oo nehmen. Die beiden 
so entstehenden Integrale sind aber nach der vorstehenden Gleichung 
identisch, da sich die genannten oberen und unteren Grenzen vermöge 
der Beziehung p' ^ — p , q' ^ — q, r' = — r entsprechen. 

Anders liegt die Sache fQr die Konstanten s der beiden Bewegungen, 
die wir als s und s' unterscheiden. £s war 



W 



Führen wir wie in (6) die Integra tions variable t ein, so wird 

wo die untere Grenze derjenige Wert von r ist, filr den q verschwindet^ 
die obere der Wert ^ ^ -p' ^^ entsprechender Weise ist is' zu de- 
fini^en: 

wobei als untere Grenze derjenige Wert von r' zu denken ist, för den 
q' verschwindet, als obere Grenze der Wert r' = -^ ■ In den Int^ralen 
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(7) und (7') sind also nur die unteren Grenzen entsprechende Werte; 
die oberen Grenzen sind durchaus vorschieden; mithin werden nuch die 
Konstanteti s und s' verschicdeti ausfailen. 

Wir betrachten endlich die Konstanten l und V. Da die einzelne 
Poinaot-Bewegung von vier Willkürlichkeiten abhängt und da die kon- 
jugierte Poinsot- Bewegung durch die ursprüngliche voUatiindig mit- 
bestimmt ist, wird es möglich nein, die Konstanten l und V einzeln 
durch (0, 0)', ä und s' auszudrücken. Wir erreichen dieses fülgender- 
mafsen. Nach den Gleichungen (5) von pag. 43 haben wir 



;. + i2 = 2i{^^|-d 



dtl 



für die eine der beiden konjugierten Bewegungen, Bedeuten «', ß', 
•y', ä' die nach dem Schema der Gleichungen (32) gebildeten Werte 
der a, ß, y, d ftlr die andere Bewegung, so gilt gleichzeitig: 



P' + '9' 



-2i 



. da- 



'■m- 



Die Beziehung zwischen den beiden konjugierten Polbodiekurven liefert 
oder 



',dd- 



.dß-\ 



ß-a-v 



_djog£\ 



In dieser Gleichung setzen wir für t die speziellen Werte < ~> — is' 
und / =■ — %8 ein. Im ersten Falle verecliwindet V, im zweiten Falle l 
aus imserer Gleichung, so dafs wir im ersten Falle /, im zweiten /' 
getrennt erhalten. Für l ergiebt sicli so der folgende Wert: 

■^" ^ s» e{— i» — iV + s«»') 



(8) 



e'{o)e(B.-i 



iJL"). 



■ in') 



«-)e<.m- + .V) 



l " e(t«. - .-.') e(- u - •<• + üi) e(i»' -») e(iB,' +.-.) ' 

Der entsprechende Wert von V folgt /^ch Vertauschung von s imd s'. 

um die rechte Seite zu vereinfachen, denken wir vorübergehend 
die Gröfse — js' als variabel und fragen nach den Unendlichkeits- 
stellen der rechts stehenden Ausdrücke in dieser Yariabeln, die wir 
mit (' bezeichnen wollen. 

Der erste Term wird ersichtlich unendlich grofs für die Werte 
(,1) i'=is — 2(u'+2»ira + 4Mf'rra' 

und zwar allemal mit dorn Residuum + ^- Ebenso wird der zweite 
Term unendlich für 
(ü) l'= — itt + 2wö -\- 4m'ia- 
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und zwar mit dem Residuum — 1. Der dritte Term wird an allen den 
genannt«n Stellen 1 1) und (LI ) und nur an diesen ebenfalls unendlich. Um 
die Residuen zu Iwrechnen, bemerken wir (1). dafs für ('= is — 2iio', 
sowie fiir t' ^ — is das Residuum — 1 betragt, und (2), dafs unser 
dritter Term bei Vermehrung von (' um 2<o bez.. um 4iQ' den Faktor 
— 1 bez. + I aufnimmt. Hieraa<;h wird das Residuum dieses dritten 
Termes an den Stelleu (I) und (li) allgemein gleich ( — 1)™+' sein. 
Es werden daher die Uuendlichkeites tollen des ersten Termes bei geradem, 
die des zweiten Termes bei ungeradem »* durch das Unendlich werden 
des dritten Termes aufgehoben. Mithin bleiben nur die folgenden Un- 
endlichkeitssteUen bestehen : 

(!') ('= (S -|- 2o) + 2io)'-j- 4raij) -|- 4m'ioj', (Residuum +2), 
(II') i'= — is + itna + 4w'ioi', (Residuum — 2). 

Dies ist eine Anordnung von Unendlichkeitsstellen, wie sie einer 
in t' doppeltperiodi schon Funktion Ton den Perioden im und 4 im' 
entspricht. In der That bleibt auch die rechte Seite von (8) bei Ver- 
mehrung von t' um 4(0 und 4*(a' gänzlich ungeändert. 

Wir können nun leicht die fragliche doppeltperiodische Funktion 
durch ■S-Funktionen von der Periode 2at imd 2ia' ausdrücken. Be- 
trachten wir nämlich 



'(^ 



Cl+l 



Diese Gröfse hat gerade, als Funktion von (' aufgefafst, die ünendlich- 
keitsstellen (!') und (II') mit den richtigen Residuen und ist doppelt- 
periodisch von den Perioden 4», 4ia'. Sie kann sich daher von der 
rechten Seile der Gleichung (8) nur um eine additive Konstaute c, 
d. h. um eine von t' unabhängige Oröfse unterscheiden, welche man durch 
Einsetzen eines apeüiellen Wertes (z. B. l' ^ — ia') bestimmt; und 
zwar findet man so c^ ^ — 

Wir fahren noch die Abkürzungen ein 

(9) ^-»'-o, '^-h, 

setzen also 

(9-) s== — a-i-a-\-b, s' = a' — a -\- b; 

dann können wir den zvleUt ermittelten Wert von 2 H folgendermaßet 
scfa^eiben: 

l^iu; ^(1 -t- 2^ — g.(.„'_ ,-„) fl.(„ + i„'^ ifc) 

Xl*lD-SD[nmBrteld, KiuLielbeotgong. 31 
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Der entsprechende Wert von l' ergiebt sich, wie erwähnt, wenn 
wir in (8) s mit 

(10') 2.r + ^- 



vertauschen. 



Man erhält dadurch 



^) 



»{ia>' — ia) #{qi + im' + ib) 

Wir merken noch die aas (10) und (10') folgenden Formeln j 



(11) 



= 



fr' (tm" - 



t>) 



»lim--iay 

Der ^isammmhang ewisclien den Konstanten s, 



, l, V ist damit 
gefunden. 

Wir können uns nun auf den Standpunkt stellen, daTs es, ge- 
wissermalsen aus Symmetriegründen, praktischer wäre, die einzelne 
Poi na ot- Bewegung statt durch die Gröfsen m, m', s und / lieber durch 
die vier Grofsen <a, m', s und s' oder auch durch die Gröfsen a, a', a 
und h festzulegen, indem wir die konjugierte Poinsot-Bewegung mit ia 
Betracht ziehen. 

In diesen Konstanten wollen wir uns inabesondere die im vorigen 
Par^raphen abgeleiteten Gleichungen (41), (42) der Herpoihodiehtrve 
noch einmal hiuschreiben. Dieselben lauten, wenn wir Hogleich eiuige 
Reduktionen anbringen: 

"W+*l ( »•(<=■-.») »'(«+! ■ 

« + *'' = *(a. + m + lt)* « 



*■(( — a> — tca'-)-ta-f-iM 

#(( — «»■) 



A#(t.i)' 



fr'(u»+ tn>' + «ft) 






ia+ib)J- 



Dies sind aber genau die Formeln für die Polhodiekurve des 
schweren Kugelkreiaela, wie wir sie pag. 436, 437 aufgestellt haben, 
mit dem einzigen Unterschiede, dafs bei unseren jetzigen Formeln der 
Faktor — -- hinzugetreten ist. 

Schreiben wir uns iu gleicher Weise die Gleichungen der Herpol* 
hodiekurre des konjugierten Kreisels hin, so bekommen wir Formeln, 
die sich von den vorhergehenden nur durch Vertauschung von 4- " 
mit — a unterscheiden; so entstehen aber gerade unsere früheren 
Gleichungen der He rpolhodic kurve des schweren Kugelkreiaela, mit dem 
Unterschiede, dais jetzt der Faktor + -- gegen früher hinzugetreten ist. 

Wir haben also das merkwürdige Resultat: 

Die Koordinaten der RerpoJitodiehvrven unserer beiden hmjuigierien 
Kreisel von dm Ko}istanten a, a', a utul l siiui in jedem ZeitiiwmeTUß 
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iibntisdi mit lien durch — 2 resp. -|- 2 iticidifrim Koortintatat thr 1 

re^. Serpothodieiurve des sehwertn Kugelkreisets von densefben Kotwttmtm. 

Hier liegt offenbar ein tieferer Zasammenltftiig zwischen unseren 
konjugierten Poinsot-Bew^pingen and der Bewegung des schweren 
Kngelkrcisels verlxii^n, den wir darch die folgenden Überlt^tingea 
au&uklären beabsichtigen. 

Wir denken uns die beiden konjugierten Kreisel um den gemein- 
samen Punkt bei zusammenfallender Äxe des Impulses und gemein- 
samer Anfangslage rotieren und fragen nach der Relatirbewegung der 
beiden zugehörigen umgekehrten Bewegungen, d. h. derjenigen beiden 
Bewegungen, welche der umgebende Eaum einem Beobachter auszu- 
führen scheint, der seinen StandpunM das eine Mal auf dem einen, 
das andere Mal auf dem andern der beiden konjugierten Kreisel nimmt. 

Die beiden ursprünglichen direkten Bewegimgen veranschaulichen 
wir una nach der Vorschrift Poinsots, indem wir den betreffenden 
Polhodiek^et auf dem Herpolhodiekegel ohne Gleitung abrollen lassen. 
Die umgekehrten (inversen) Bewegungen erhalten wir hieraus in der 
Weise, dafe wir umgekehrt die Polhodiekegel festhalten und die Her- 
polhodiekegel auf ihnen ohne Gleitung abwickeln. Die Uelativbewegung 
der beiden Herpolhodiekegel stellt uns dann das Poinsotsche Bild der 
Relatiybewegung der umgekehrten Poinsot-Bewegungen dar. 

Nun besitzen aber nach Definition konjugierte Kreisel diametral 
gelegene Polhodiekurren und folglicli kongruente Polhodiekegel. In 
unserem Falle rollen also die beiden Herpolhodiekegel auf einem und 
demselben Polhodiekegel. Und zwaj- berühren sie diesen beständig 
längs einer und derselben Erzeugenden, welche durch die jeweiligen 
Werte der Verhältnisse p : q ir =p': q' : r' gegeben ist, und drehen 
sich um diese mit ein und derselben Winkelgeschwindigkeit 



Vp'- 



i + r'-Yp-'+q' + r 



im entgegengesetzten Sinne. (Wir haben uns vorzustellen, daTs der 
eine Herpolhodiekegel den Polhodiekegel von innen, der andere von 
aufsen berührt, so dals sie bei ihrer im entg^engesetzten Sinne statt- 
findenden Drehung beständig in Kontakt bleiben können.) Wenn aber 
zwei Kegel ohne zu gleiten auf einem dritten abrollen und dabei dauernd 
in Kontakt bleiben, ho rollen sie auch ohne Gleitung aufeinander ab. 
Wir können somit, um die tragliche Relativbewegung zu erhalten, den 
Polhodiekegel ganz ausschalten und direkt den einen Herpolhodiekegel 
auf dem anderen abwickeln. Auf diese Weise gewinnen vrir uns dem 
Poinsotsehen Bilde der ursprünglichen Kreiselbewegungen zugleich das 
Poinsotsche Bild der oben genannten Relativbewegung. 
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Halten wir nach Belieben einen der beiden Herpolhodiekegel fest, 
80 spielt dieser für die Reiativbewegang die Rolle des Flerpolhodit»- 
k^ela, während der andere Herpolhodiekegel als i'olhodiekegel der 
Relativbewegung zu bezeichnen »ein würde. Wir sehen also: 

Herpolhodie- und Poüwdiekegel unserer Belativbeuiegung sind mit 
den beiden HerpoUiodiekegebi dir ivrsprwtgUclien Eimelhewegungen identisch. 

Etwas anders li^^ die Sache, wenn wir aufser den Kegehi die 
auf ihnen verlaufenden Herpolhodie- und Polhodiekurven der Relativ- 
bcwegung in Betracht ziehen. Diese sind nicht etwa ohne Weiteres mit 
den Herpolhodie kurven der konjugierten Poinaot-Bewegungen identisch. 
Denn erstens rollen ja diese letzteren Kurven auf den Polhodiekurven der 
Poinsot Bewegungen ab, welche in Bezug auf diametral liegen. Uithin 
müssen sich auch diejenigen beiden Punkte der Herpolhodiekurven, 
welche in jedem Momente den Sudpunkt des Drehung st ektors in den 
Poinsot-Bewegungen geben, auf entgegengesetzten Seiten von befinden. 
Um überhaupt zwei auf einander abrollende Kurven zu haben, müssen 
wir also die eine Herpolhodiekurve durch ihr diametrales Gegenbild in 
Bezug auf ersetzen. Aber auch die so entstehenden beiden Kurren, 
die Herpolhodiekurve der einen und das diametrale Gegen bild der 
Herpolhodiekurve bei der anderen Poinsotbewegung, sind noch nicht 
direkt die Polhodie- und Herpolbodiekurve der Relativbewegung. Wir 
überzeugen uns nämlich leicht, dafs die Drehge.sch windigkeit des Pol- 
hodiekegels in der Relativbewegung doppelt so grofs ist wie die Dreh- 
gesch windigkeit in den ursprünglichen Einzelbewegungen. In der That 
müssen wir den als Polhodiekegel fungierenden Kegel bei der Relativ- 
bewegung erst in die Lage des Polhodiekegels bei der Poinsot-Bewegung 
überdrehen, was durch die Drehung (— pdt, — ^dt, — rdt) geschieht 
und dann in die Lage des als Herpolhodiekegel dienenden Kegels, 
wozu die Drehung {jt'dl, q'dt, r'dt)^( — pdt, — qdt, —rdt) er- 
forderlich ist. Die in der Zeit dt stattfindende Gesamtdrehung be- 
trägt also bei der Relativ bewegung ( — 2pdt, — 2qdt, — 2rdt)\ die 
Winkelgeschwindigkeit ist daher bei richtiger Wahl des Vorzeichens 
2 yp» -|_ g" -j_ r* , (L h. doppelt so grol's wie bei den ursprünglichen 
Poinsot-Bewegungen. 

Nun erhalten wir die Herpolhodie- und Polhodie kurve, indem wir 
uns auf den betreffenden Kegeln in der Richtung der instantanen Dreh- 
axe die Orölse der Winkelgeschwindigkeit abtragen. Wir kommen dabei 
ersichtlich zu Kurven, welche der Herpolhodiekurve der einen und dem 
diametralen Gegenbilde der Herp<)lhodiekurve der anderen unserer kon- 
jugierten Poinsot-Bewegungen geometrisch ähnlich und in dem doppelten 
Uafsstabe angefertigt sind. Ks crgicbt sich so: 
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iWfl Koordinaten der MerpoÜiodie- und PttUiotUchtrve unserer ßelativ- 
hetcegung erUslehen aus den Koordinaten der UerpoüuHÜekurven der betdtn 
konjugierten Poinsot-Beieeffungen, ittdetn man diese mit + 2 und — 2 
mtUtipligiert. 

Wir haben aber oben ausgereclinet, dafs die mit -j- 2 und — 2 
muttiplizierten Koordinaten der Herpolhodiekiirven bei den Poinsot- 
Bewegungen genau übereinatimmen mit den Koordinaten der Herpol- 
liodie- und Polhodiekurve des schweren KugeUtreiaels. Berücksichtigen 
wir noch, dafe eine Bewegung durch Angabe ihrer Herpolhodie- und 
Polhodieknrre völlig bestimmt ist, so gewinnen wir das merkwürdige 
Resultat: 

Die Bewegung des schteeren Kurskreisels ist identisch mit iler lU- 
laÜvlietei'gung der gu zwei konjugierten Poinsot-Betc^ungen gehörigen in- 
versen Betvegungeii. 

Dies ist das eingangs erwähnte, berühmte Jacobiache Theorem — 
allerdings in einer von der ursprünglichen Jacobischen nicht unwesent- 
lich abweichenden Formulierung. Der Zusammenhang, welcher hier 
zwischen zwei verschiedenen Rotationsproblemen ausgesprochen wird, 
ist in der That ein überraschender und liegt keineswegs auf der Ober- 
tiäche der Dinge. 

Um diesen Zusammenhang im Einzelnen noch deutlicher zu ver- 
stehen, können wir uns insbesondere fragen: Was entspricht in den 
Poinsot-Bewegungcn der Figurcnaxc des Kugdkreisds, was der Vertikalen? 
Die Antwort hierauf lautet einfach so: Die Impulsaxe der einen Poinsot- 
Bewegung giebt die Figurenaxe, die der ajiderett die Vertiko. Bemerken 
wir nämlich Folgendes: Die in Rede stehenden transcendenten Kegel 
sind sämtlich in dem Sinne periodisch, dafs sie, um eine gewisse Axe 
durch einen gewissen Winkel gedreht, mit sich zur Deckung kommen. 
Diese „Periodicitätsaie" ist nun bei dem Herpolhodiekeget der Poinaot- 
Bewegungeii die im Räume feste As« des Impulses, bei dem Polhodie- 
und Herpolhodiekegel der Kugelkreisel -Bewegung die Figurenaxe und 
die Vertikale. Da nun die Kegel wechselweise übereinstimmen, so 
werden auch ihre „Periodieitätaaien" zusammenfallen müssen. Die 
Axe des Impulses der einen Poinsot- Bewegung ist also mit der Vertikalen, 
die der anderen mit der Figurenaxe des Kugelkreisela identiscli. 

Aus dem Jacobischen Theorem ergiebt sich weiterhin eine merk- 
würdig einfache Konstruktion für die gegenseitige Lage von Vertikaler und 
Figurenaxe bei der Bewegung des schweren Kiigelkreisels. Wir denken 
uns die Trägheitsellipsoide der beiden konjugierten Kreisel konstruiert 
und so gestellt, dafs ihre Hauptaxen zusammenfallen. Projizieren wir die 
Schnittknrve dieser beiden Ellipsoide von aus, so erhalten wir den ge- 
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meinssmen Polhodiekegel der konjugierten Kreisel. Darauf iionstruieren 
wir uns zu irgend einer Erzeugenden p: q:r des Kegels die zugehörige 
Impulsaxe im einen und im anderen Kreisel, d. h. die Geraden Ap : Hq : Cr 
und A'p:B'q:C'r'. Rein geometrisch finden wir diese Geraden, indem 
wir in den Durchstorsungspunkten der Erzeugenden mit den Trägheits- 
ellipsoiden die Tangentialebenen legen und von aus auf diese die 
Lote fällen. Diese beiden Lote geben dann direkt die gegenseitige 
Lage von Vertikaler und Figurenaxe bei der Bewegung des Kugel- 
kreiselB an. Ihr Neigungscosinua wird, wie man sieht, einfach gleich 
■^^•p'-f BB'q'-i- CG't'' _ 
GG- 

Zum Üherftufs wollen wir noch einen zweiten Beweis geben. Wir 
wollen nämUch jeinf noch das Jaeobische Theorem an den Zusammettr 
setEVMgsformein der u, ß, y, d verifizieren. 

Unsere beiden Po i n so t- Bewegungen seien wie frßher durch die 
Parameter a, ß, y, ä und «', ß', y', S' bestimmt. Die zugehörigen 
umgekehrten Bewegungen des Raumes sind dann nach pag. 30 durch 
die folgenden Parameterwerte 

d, — ß, — y, a und d', — ß', — y', a' 

bestimmt. Die Relativ bewegung unserer beiden konjugierten Kreisel, 
d. h, diejenige Drehung, welche den einen Kreisel aus seiner Lage ziir 
Zeit t in die Lage des anderen Kreisels iiberföhrt, erhalten wir aber 
dadurch, dafs wir (1) den einen der beiden Kreisel aus seiner Lage 
zur Zeit l in seine Anfangslage zurückbringen und (2) aus dieser in 
die Lage des anderen Kreisels überdrehen. Ebenso ergiebt sich die 
Relativbewegung der beiden umgekehrten Bewegungen dadurch, dafs 
wir (l) die eine der beiden umgekehrten Bewegungen, sagen wir die 
dnrch d', — ß', — y', u' gegebene rückgängig machen, was durch eine 
Drehung von den Parametern a', ß', y', S' geschieht und sodann die 
andere umgekehrte Bewegung S, — ß, — y, a ausführen. Wir haben 
also, um die Relativ bewegung der umgekehrten Bewegungen zu erhalten, 
die folgenden beiden Drehungen nach einander auszufahren: 
(1) a', ß', y', d' und (2) d,—ß,— y, a. 

Nach den Zusammen setzungsform ein von pag. 32 hat nun die 
residtierende Drehung, welche in ihrer Wirkung der Aufeinanderfolge 
der Drehungen (1) und (2) gleichkommt, die folgenden Parameter; 



"=> a'6 — ß'y, 
"^ y'd — 9'y, 



- a'ß + ß'cc 
-y-ß+d'cc. 



Ibw konjiij 



f oinsoi' Mewegnngen ; JacobU Theorem. 
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Wir wollen zeigen, daTs dieses in der That die Parameter des 
Kngelkreisels sind. 

Zu dem Zwecke haben wir für a, ß, y, J; «', ß\ y', ä' ihre Aue- 
drflcke in den 9-Funktionen bei Zugnindele^ng der Konstanten a, 
m', s und s' bez. a, ra', a und '' einzutragen und haben abermals von 
den 9- zu den ^-Funktionen überzugehen. Dabei brauchen wir nur 
beispielsweise a" und ß" zu berechnen, da sich die beiden anderen 
Parameter aus diesen durch Vertauschung von -j- i und — i herleiten 
lassen. 

Für k" erhalten wir nach den Gleichungen (32) von pag. 468 
folgende Darstellung: 

,^/7Y^^,,'-,i. Q('-2»V + 'V)e(i + 8i»'— •«) + '*°''^'"' " '6(t + /g')9ft- 
' e((— im') 0(( + iüj') 

Hier stimmt zunächst der Exponentialfaktor mit demjenigen Ex- 
ponent ialfaktor überein, welcher bei der Bewegung des schweren Kugel- 
kreisels in dem Ausdrucke von a auftrat. In der That haben wir nach 
Gleichung (11) 

^[f-lll — g »ya'-loj _ 

Femer rechnet man leicht nach, dak unser 6-Quotient bei Vermehrung 
von ( um 2i» und 2tin' bez. die Faktoren -)- i und 



aufnimmt. Dies sind aber dieselben Faktoren, mit denen sich bei 
denselben Vermehrungen der S'-Quotient 



#(t- 



^l 



*({"— iw') 

multipliziert. Da auch die Unendlictkeitsstellen in der (-Ebene überein- 
stimmen, muf» unser obiger Ausdruck bis auf eine Konstante diesem 
ft-Quotienten gleich sein. Eben dieser ^-Quotient trat aber auch in 
dem Ausdruck des Parameters a bei der Bewegung des schweren Kugel- 
kreisels auf. Dafs schliefslich auch die multiplizierenden Konstanten in 
den beiden verglichenen Ausdrücken übereinstimme», wollen wir ohne 
Beweis enwahnen. 

Was sodann den Wert von ß" betrifft, so haben wir 
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Wiederum ändert aich der recht« stehende Bruch nur um gewis 
konstante Faktoren, wenn wir eine der Perioden zu t hinKufligc 
nämlich um die Faktoren -(- 1 bez. 

Dieselben Faktoren nimmt aber auch der folgende #-Quotient auf. 

»{l ^a, + ih) ^ _ ~ »(t -m + ib) 
*(( + ini'j tf (e — im') 

Mithin wird ß" unter BerüekBichtigung der Gleichungen (II) dem nacl 
stehenden Ausdrucke proportional werden: 



j('+'' + iz)' »it-«, + ib) 



»((- 



»') 



^ g(t - « + ib) 



Dies ist aber der variable Bestandteil des Wertes von ß bei der Be- 
wegung dos schweren KiigelkreiseU. Endlich stimmt auch der konstante 
Proportionalitätsfaktor (Iberein, was wir jedoch nicht ausdrücklich be- 
weisen wollen. 

Somit ist die Identität der Parameter « ", ß", y", S" unserer Re- 
lativbewegung mit den Parametern a, ß, y, S des schweren Kugel- 
kreisels dargethan, worin ein abermaliger und zwar der denkbar direkteste 
Beweis des Jacobischen Theorems li^t. — 

Die hier gegebene Formulierung des Jacobischen Theorems ist, 
wie erwähnt, von der ursprünglichen Jacobischen*) etwas verschieden. 
Jacobi zerlegt nämlich die einzelne Poinsot-Bewegung in einen periodi- 
schen und einen nicht-periodischen Bestandteil oder, wie wir vielleicht 
nach Analogie mit Früherem sagen dürfen, in einen Nutations- und 
einen Präcessions - Bestandteil. Der Prüoessions- Bestandteil führt, für 
sich betrachtet, den Körper mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit 
um die Impulsaie herum und wird so eingerichtet, dafs der flhrig- 
bleibende Nutations-Beatandteil eine rein periodische in sich zurück- 
laufende Bewegung darstellt. Die Präcessionsgesch windigkeit wird dabei 
im Wesentlichen durch die Konstante l, die Nutationsbewegung durch 
die in der Darstellimg der Poinsot-Bewegimg auftretenden ^-Quotienten 
gegeben. Jacobi denkt sich nun den Präcessions-Bestandteil dadurch 
herausgeschafft, dafs er die Bewegung auf ein im Räume bewegliches 
Axenkreuz xtfn bezieht, welches mit der Präcessionsgeschwindigkeit l 
um die (mit der ImpuJsaxe zusammenfallende) e-AxB gleichförmig rotiert. 
An diesem Axenkreuz gemessen ist die Bewegung eine reine, periodisch 
wiederkehrende Nutation. Indem .Tacobi gleicher Weise die konjugierte 
Poinsot-Bewegung von ihrem Präcessions- Bestand teil befreit, fragt er 

•} Qes. Werke Bd. 11 pag, 4B0. 
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nach der Relativ bewegung der beiden konjugierten Natationen uud 
findet, dafs diese mit der Nutationsbewegung des schweren symmetri- 
schen Kreisels identisch ist. {Jacobi kann hier den symmetrischen 
Kreisel an Stelle dee Kugelkreisels setzen, da die Bewegungen l>eider, 
wie wir wissen, sich, kurz ges^t (vgl. p^. 234), nur um einen Ei- 
ponentialfaktor unterscheiden, d. h. nur in ihrem Präcessioas - Bestand- 
teile verschieden, in ihrem Nutations-Be standteile dagegen gleich sind.) 
Offenbar ist unsere Formulienmg des Jacobischen Theorems einfacher und 
weitergehend als die Jacobische, da sie Nutation uud Präcession gleich- 
zeitig berücksichtigt. Wir wollen den Satz, wie wir ihn oben ausge- 
sprochen haben, kurz „das vervollständigte Jacobische Theorem" nennen. 

Auch im Beweise sind wir erheblich von Jacobi abgewicben. 
Jacobi beschreibt die Lage des XYZ- gegen das ryji-Syatem in den 
beiden konjugierten Poinsot- Bewegungen durch die neun Richtungs- 
coainusse «, . . . c", d. h. durch die Koeffizienten derjenigen temären 
Substitution, welche die Koordinaten XYZ in die jye flherftlhrt. 
Bei der Aufsuchung der Relativbewegung mui'a er daher etcei leniäre 
Substitutionen zusammensetzen und die 3x3 = 9 Koeffizienten der 
resultierenden Substitution berechnen. Demgegenüber besteht die Ver- 
einfachung bei dem von uns zuletzt gegebenen Beweise darin, dals wir 
statt der temären zuia biliäre Substitutionen zusammensetzten und nur 
die 2x2 = 4 Koeffizienten der reanltierenden Drehung nötig hatten. 
Übrigens ist der Beweis von Jacobi selbst in seinen hinterlassenen 
Papieren nur angedeutet; er wurde erat nach seinem Tode von Lottner*) 
angefahrt. 

Die Möglichkeit, das Jacobische Theorem in dem hier gemeinten 
Sinne zu vervollständigen, d. h. die konjugierten Poinsot- Bewegungen 
direkt ohne vorherige Absondening der Präcessions- Bestandteile zu- 
sammenzusetzen, tat wohl zuerst von Halphen**) bemerkt worden. 

Einen sehr einfachen elementaren Beweis giebt Hr. Darboux***) 
von dem Jacobischen Theorem. Darboux fragt geradezu nach der 
Kraft, welche zur kinetischen Realisierung unserer Relativbewegnng 
erforderlich ist imd findet, dals diese mit der Schwerkraft identisch ist. 
Einen ähnlichen Gedankengang achl^^t wenig später Herr Routht) ein. 



*) Vffl. JacobiB gGB. Werke, Bd. II, pag. 610 u. ff. 
") ComptCB Bflnduea, Bd. 100, pag. H)66— 1068. 

"*) .loum. de Liouville 1886 in der pag. 23i cit. Arbeit; vgl. auch die Noten 
XVlll uud XIX zum Cours de Mäcaidque von DeapeyrouB-DKtboui Bd. II. 

+1 Quaterlj Joamal of Mathem. vol. XXHl 1888. On « tbeorem of Jacobi 
m dynamics. Vgl, auch Bd. U der Eigid dTnamicB deuelben Verf., ait. ITt, 176 
und 206. 
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Auf die sonstigen Arbeiten, die sich mit dem Jacobiechen Theorem 
fasaen (Padova in den Atti d. Acad. di Torino, vol. XTX 1884 und 
Atti d. R. Istit. di Veneto, vol. III 1892; Halphen, Fonctiona Elliptiques, 
Bd. II, Gap. 2 und 3, A. de Saint-Germain in der pag. 115 citierten 
MoDographie) können wir hier nicht eingehen. 

Zum SchluTs noch einige Bemerkungen über Zweck und Bedeutung 
des Jacobischeii Theorems. 

Wir haben in dieser Hinsicht vor allem zu betonen, (lafs dieses 
Theorem einen rein limt-maHsdien. Cliarakier hat. In der That ist der 
Begriff der Reiativbewegung lediglich ein kinematischer Begriff. Über 
die kinetische Realisierung einer Relativbevegung wissen wir von 
vornherein nichts, Sie wird im Allgemeinen unter ganz anderen Be- 
dingungen erfolgen mQssen, als diejenigen sind, unter denen die be- 
treflfenden Einzelbewegungen vor sich gehen. Dementsprechend kommt 
es beim Jacobischen Theorem gerade auf die kinematisch definierteti 
Polhodie- und Herpolhodiekurven an, während die kinetisch wichtigeren 
Impulskurveu bei unserem Beweise zurücktraten. Wir werden also 
sagen müssen: Dan Jacobische Theorem statuiert Tteitmi mechanischen, 
sondern nur einen geometrisdien Zusammenhang ewiscfien der Poinsot- 
Bewegung und der Bewegung des Kugelkreisels. 

Femer kann man im Zweifel sein, ob die Poinsot-fiewogung wirk- 
lich 80 viel einfacher und übersichtlicher wie die Bewegung des schweren 
Kugelkreisels ist, dafs es sich verlohnt, diese Bewegung auf jene zurück- 
zufithren. Allerdings lälst sich die Poinsot-Bewegung bis zu einem ge- 
wissen Grade der Vollständigkeit durch elementare Mittel (durch Ab- 
rollen eines EUipsoides auf einer Ebene) beschreiben. Indessen darf 
man den Gegensatz zwischen elementarer und transcendenter Abhängig- 
keit nicht überschätzen. Es kann sehr wohl sein, daTs eine in trans- 
cendenter Form gegebene Bewegung für die numerische Rechnung und 
für die Anschauung nicht komplizierter ist, wie eine algebraisch dar- 
stellbare. 

Aber selbst wenn wir aimebmen, dafe wir die einzelne Poinsot- 
Bewegung in all ihren Details völlig beherrschen, so besitzen wir 
deshalb noch keine klare Vorstellung von der Relativbewegung zweier 
solcher Bewegungen bez. der zugehörigen lunge kehrten Bew jungen. 
In der That ist das Bild einer Relativbew^ung in der Anschauung 
sehr schwer zu fassen. Es dürfte kaum möglich sein, ohne längere 
Entwickelungen von dem -Tacobischen Theorem aus zu einer klaren 
Vorstellung beispielsweise von der Bahnkurve der Ereiselspitze , der 
Polhodie- und Heipolhodiekurve in der Bewegung des Kugelkreisela 
vorzudringen. Wir möchten uns deshalb der von Jacobi ausgesprochenen 
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Ansicht nicht ansdilielseD, daTs man in der gleicliztütigen Betrachtung 
der konjugierten Poinsot-Bewegungen ein Mittel besitzt, um die Be- 
wegung des schweren Kreisels wirklich von Qnind aus zu verstehen. 

Trotzdem ist der durch Jacobi erschlossene Zusammenhang zwiscJien 
Poinsot-Bewegung and Bewegiing des Kugelkreisels in kinematischer 
Hinsicht so merkwürdig und interessant, dals wir ihn hier nicht mit 
Stillschweigen übergehen konnten. 

§ 9. Die XiagraiigeBoheD Gleichungen für die «, ß, y, d des schweren 
EngelkreiselB oad ihre direkte Integration. Zusammenhang swiBohen 

der Bewegung des Kugelkreiaels und einem Probleme der 
Funktme ohanik. 

Nachdem sich im Vorhci^jeheuden unsere Param6t«r a, ß, y, S 
in madnigfacher Beziehung so ausgezeichnet bewährt haben, werden 
wir uns in diesem abschliefsenden Paragraphen fi-agen, ob wir ihnen 
nicht in der Theorie des schweren Kugelkreisels eine noch centraler» 
Stellung dadurch verleihen können, dafs wir sie von vornherein bei 
der Aufstellung der Differentialgleii;hungen und deren Integration zu 
Grunde legen. Es hat ja etwas Unbefriedigendes, daTs wir diese Para- 
meter erst gegen Ende der Theorie (in diesem Kapitel) ausgiebig ge- 
braucht haben, während wir die ursprüngliche Integration mit den 
Eulerscben Winkeln 91, i(-, & bewerkstelligten. Demgegenüber wollen 
wir nun zeigen, dafs die Differentialgleichungen der Bewegung des 
schweren Kugelkreisels, in den a, ß, y, d gßBchrieben, eine überraschend 
einfache Gestalt annehmen und dals sich das ganze Intogrationsgeschäfl; 
bei konsequenter Benutzung unserer Parameter sehr viel eli^nter und 
kürzer wie bei der früheren Methode gestaltet und mit einem Schlage 
zu der definitiven Darstellung der Bewegung durch ^-Quotienten führt. 

Der Umstand, dafs wir diese Entwickelungen erst jetzt bringen, 
und dafs wir uns bisher mit ach werfal liger en analytischen Methoden 
begnügt haben, liegt lediglich in der Anordnung des Stoffes, nicht in 
der Natur der Sache begründet. Die folgenden Betrachtungen setzen 
nämlich einige Vorkenntnisse aus der Theorie der elliptischen Funktionen 
voraus, die erst in diesem Kapitel vorbereitet werden konnten. Nur 
aus diesem Ömnde haben wir bisher auf die konsequente Verwertung 
der «, ß, y, 6 verzichtet. 

Noch nach anderer Richtung hin sind die folgenden Ausführungen 
bemerkenswert. Wir werden nämlich die Bewegung des schweren 
Kugelkreisels mit der Bewegung eines einzelnen Massenpunkte» im Räume 
von vier Dimensionen in Zusammenhang bringen, so wie wir sie im 
vorigen Paragraphen mit der kräftefreien Bewegung des unsymmetrischen 
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Kreiselfi vörglichen haben. Dabei ist der hier gemeinte ZiiBammenhang 
ein durchgreifender, auch in kinetischer Hinsicht gültiger, während der 
von Jncobi entdeckte nur kinematischer Natur war. 

Gleichzeitig werden wir Gelegenheit haben, einen Aueblick in eine 
eigentümliche, eventuell mehrdimensionale Auffassung der mecbanisoben 
Prohleme im Sinne der Punktmechanik zu nehmen, für welche unsere 
Behandlimg des Kugolkreisels ein vorzüglich einfaches Beispiel darbietet. 

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bilden die allgemeinen 
Lagran gesehen Gleichungen des schweren Kugel kr ei sei«. Es wurde 
bereits pag. 155 die wunderbare Thatsachc betont, dafs die Form dieser 
Gleichungen für alle möglichen Koordinaten, durch welche wir die 
Lage eines mechanischen Systeme beschreiben mögen, dieselbe bleibt. 
Die Bewegungagleichungen leiten sich allemal aus dem Ausdrucke T 
der lebendigen Kraft und dem Ausdrucke liA der Arbeit bei einer 
unendlich kleinen Verrückung (bez. aus der potentiellen Energie F) 
nach ein und derselben Regel ab. Wie pag. 158 erwähnt, bleibt das 
Lagrangescbe Schema sogar im Wesentlichen bestehen, wenn man die 
Lage des Systems durch überzählige Koordinaten festlegt, d. h. durch 
Gröfsen, welche mittelst einer (oder mehrerer) Relationen i^=conHt. 
(bez. 7^,, F^, . . . =* const.) verknüpft sind. Man hat dann nur statt T 

den Ausdruck T+ilF {h&i. T + ;,-?; -f ;,J^, H ) zu benutzen, 

wo die „Lagrangeschen Multiplikatoren" l. so zu bestimmen sind, dafs 
die Lösungen der Lagrangeschen Gleichungen mit den Bedingungs- 
gleichungen verträglich werden. 

Diese Regel wollen wir jetzt b*nutzen, uiu die Bewegungsgleichungen 
des schweren Kugelkreisels in den a, ß, y, ä, aufweiche schon pag. lÖS 
hingewiesen wurde, anzuschreiben. Verstehen wir unter [A], [6|, [TJ, 
[A] die Komponenten des Impulses, unter A, B, f, A die Komponenten 
der äufseron Kraft, welche zu den Lagenkoordinaten a, ß, y, 8 gehören, 
80 haben wir ohne Weiteres; 



|[A] = - 



. [B]-^- 



■ [r] = 



- 1^1=-'^! 



{T + IF) 



SK 



'■'C 



r --:a 



a — - 



(2) 



djT+lF) 
^(T + IF) 



$ «. IK« Diffiwtta^ M e li igwi dw «. |l. 7, « «mI ilv« Ui«nt>Oa. 498 

Die Bedeutung der hier benutzten GrÖfsen ist folgend«: Znnichst 
lautet die BecünguDg^Ieiehun^, welche die a, ß, y, i rerknQpft. wie 
wir wissen, 
(3i F=ad~ßY= I. 

Sodann ist die potentielle Energie T^ Pcoa 9. Dm iiacli deu 
Definition^leichiingen (8) von pi^. 21 coa9^ aH -{- fiyi ^o haben 
wir, in den tc, fl, y, S geschrieben. 

(4) r=P|.« + (!,). 

Bei der Berechnung der kinetiscUeu Energie T des Kugelkreisets 
gph«i wir Ton dem Ausdrucke 

mos, vollen aber, tun Zwudeutigkeiten in der Beseiohnung ni rei^ 
meiden, im Folgenden statt A lieber ~ schreiben. Benutzen wir für 

P + '«. — J» + • 
so ergiebt sieb 

T=M[^ßd--Sß-) {ay — yo') - 
= JtfH«d-^y) («■*■- /)>•)). 
Mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichung F = 
den aufserordentlich einfachen Wert: 

(5) T-M(,.-d--ßy). 

Wegen der angegebenen Werte von F, V und T gehen die 
Gleichungen (1) und (2) in die folgenden über: 

[A] = Md', [B] My-, [r] : Mß', [A] = M«, 

= — PS, B = — Py, r ^^ Pß, A Pa, 



• die Werte aus den Gleichungen (6) von pag. 43, 
-W-»J-)(<ia--D,')|, 

= 1 gewinnen wir also 



(6) 



m-is-A. m 



dt 



Jd — A, 



+ ir~B, 



s-r. «V-i.- 



dt 



Eliminieren wir aus (6) die Impuls- und Kraftkomponenten, so 
haben wir, indem wir die Oleichiuigeu in der umgekehrten Reihen- 
folge schreiben: 

Mft'—Xa P«, 

Mß'-iß^ + Pß, 
M/'—ly^-i- Py, 

Md"~!L9 Pd. 

Dies smd die iä/eraus einfachen mid symmt'trisrhen liewrtfumjs- 
gleichwigm des schweren Kugelkreisels in den a, ß, y, Ö. 



m 



^3-ßr- 







a — B+iC, f — — n + 


rgiebt sich: 


r — B+iÄ, i— D — 




MA- 


— iA — + PA, 




MB" 

MC" 


-^B^+PB, ^ 
-W PO, ^ 




MD" 


-Jß PD, 
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Wir kommen sjtäter auf diese DilfereDtialgleichungen auaftihrlieh 
zurück. Zunächst wollen wir noch einen Schritt weiter gehen und 
die vorstehenden Gleichimgen in ihren reellen und Imnginären Teil 
aufloseu, indem wir vod den a, ß, y, d zu den QuatemionengröfBen 
A, B, C, D flbei^ehen. Da nach pag, 21 
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Die somit erhaltenen Lagrangeschen IHffermtialtileiciMngen des 
schweren Kugelkrmsels in den A, li, C, D sind, wie man sieht, in 
ihrer Bauart von den vorhergehenden Gleichungen nicht verachieden ; 
nur die Form der Bedingungsgleichung erscheint geändert. 

Diese Gleichungen legen nun eine Deutung der Kreiaelbewegung im 
Sinne der Punktmechanik des vierdimensionalen Raumes auläerordent- 
lich nahe. 

Wir wollen die ihrer Definition nach reellen Gröfsen A, B, C, D 
als gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten im Kaume von vier Dimen- 
sionen auffassen und zwar denken wir an eine]i vierdimensionalen Raum, 
der die genaue Verallgemeinerung unseres gewöhnlichen Euklidischen 
dreidimensionalen Raumes bildet. Wir werden also insbesondere in 
unserem vierdimensionalen l{,auine den Pytbagorai sehen Lehrsatz zur 
Anwendung bringen und dementsprechend die £ntfernuDg zweier Funkte 
A„ -B,, 6',, D^; A^, B,, C^, D^ durch den Ausdruck messen: 

ViA, - A,y +iB,~ B,)' + (c, - c;r-rrD[^Dj*. 

In diesem Räume soll nun die „Bewegung" eines Punktes von der 
Masse M untersucht werden; das Quadrat der Geschwindigkeit diesea 
Punktes werden wir nach dem eben Gesagten gleich 

setzen ; seine kinetische Enet^e wird mithin sein : 

(9) T-^{A''+B'' + C'' + D''). 

Femer wollen wir annehmen, dafs unser Punkt einer äufseren Kraft 
unterliegt, deren potentielle Energie an der Stelle A, B, 6', D des 
vierdimensionalen Raumes gleich ist: 



t •. irrii rriiiiiiriiigii' 



r «. #. r. ' > 
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(10) r— ^ (- ^« — B» + C> + !>•). 

Endlich soll d«r Puitlii gezwongeu »ein, aaf der am den KoordiDatai- 
anfang geschlagenen „Einheitskt^el" su rerbfeiben, d. h. sein Abstand 
rom Eoonlinstenuifang sail beständig gleich 1 sein. Dies bedeutet 
zufolge onserer obigen Festsetzung (tber d&s Mftf» der Eiitfeniun^ii 
im TierdimensioDaien Räume, d&ts beständig die Bedingungsgleichung 
erfüllt sein soll 

(11) /• = ^» + B»-f C»+/>»= l. 

Unter der „Bewegung" des Punktes im Räume von vier Dimen- 
sionen rerstehen wir dabei nichts «ideres als den InbegrilT solcher 
Eoordinatenänderungen, welche den um eine Zeile vermehrt«'« Diffentn- 
tialgleichungen fOr die Bew^ung des Punktes im Räume von drei 
Dimensionen genügen. 

Das vierdimensionale Bewegungsproblem, welches hierdurch definiert 
ist, können wir kim bezeichnen als dir Bewegtmg cinfg ^ahiirisritm 
Pendeis im Räume von vier LHmeHsionen tmter dem Emflufs des thark 
(10) charaJderisieiien Kraftsystems.*) 

Bilden wir nun die DiSerentialgleichungen dieses sphärischen Pendels 
etwa nach Analogie mit den bekannten L^raugeschen Gleichungen erster 
Art im Falle der dreidimensionalen Piinlrtmeehanik , so ergeben sich 
genau die Gleichungen (8). Wir können also sagen: 

Die Bew^ung des schiceren Eug^elireisels ist ideniisch mit dir Be- 
wegung eines sphärischen Pendels im Paume twi vier lÜmeHsiotien unter 
dem Einflufs des vorher angegebenen Kraftsystetns. 

um uns kurz ausdrücken zu können, wollen wir den Punkt der 
vierdimensionalen Kugel, dessen rechtwinklige Koordinaten jeweils 
gleich den Quatemionenparametem des Kugelkreisels sind, den Jte- 
präsentantcn der Krei selbe wegung nennen und wollen uns von der 
*) Das genaue Analugan des dreidimeneiomileQ spbSxiBtheu PeadnlK im Itaume 
von vier Dimensionen w^e offenbar die Bewegung eines Miistienpunktus auf der 
Einheitakagel in einem Kraftfelde, desBen poteDtiollo Energie einer dor Konnli- 
naton A, B, C, D proportional ist oder, etwa« allgemeiner, nur von einer dieier 
Koordinaten abhilngt. Die NiveauS^faen dieties Kraftfeldes beetehon aus ein^in 
Sjatem paralleler (dreifach au« gedehnter) „Ebenen" de« vierdimensionalen Raame*, 
ebenso wie die Niveauflächen der Schwere im Räume von drei Dimeniiionon aui 
dem Systeme der sämtlichen Borizontalebenen beatcbeo, während diu Niveau- 
flächen unserea Kraftfeldes (10) ein System von Flächen »weiten tiradcR domtelleD, 

Natürlich ist dieiter, dem sphärischen Pendel im engeren Sinne analogu Krnisol 
integrabel. Er gehört in der von Heim Liebmunn (Hath, Ann. Bd. bO, pag, U&) 
gegebenen Liste £u dem als reell herTorgehobenen Falle (G), bei welchem 

vorausgesetzt wird. 
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Bewegung dieses KeprötteutanteD ein möglicliHt klare» Bild zu yer- 
schaffen suchen. Dabei bandelt es sich In erster Linie darum, die 
uns von früher her bekannten Bewegungagesetze des Kreisels, die 
Impulssätze « ■= const, N^ const und den Satz der lebendigen Kraft 
ab Eigenscbaften der Bewegung des Repräsentanten umzudeuten. Diese 
Gesetze sollen hier von neuem auf Grund der Gleichungen (8) ab- 
geleitet werden. Und zwar werden wir genau so verfahren, wie vfir 
es bei der Behandlung des dreidimensionaleD sphärischen Pendels auf 
Grund der in rechtwinkligen Koordinaten t, y, z geschriebenen La- 
grangeechen Gleichungen erster Art thun würden. 

Wir multiplizieren zunächst die Gleichungen («) der K«ibe nach 
mit B, A, D, C und nehmen die DiB'erenz der beiden ersten und der 
beiden letzten Gleichungen. So ergiebt sich: 
M(A"B~ }i"A) = 0, 



M{C"D~D"C) = 



■ 0. 



Offenbar sind die linken Seiten vollständige Differentialquotienten 
nach der Zeit Wir können daher int^rieren und erhalten, wenn wir 



(IS) 



und — — bezeichnen: 



die Integrutionskonstanten mit • 
iMiA'B- 
j M(C'D - 



Die Wahl der Konstantenbezeichnung deutet an, in weicher Weise 
diese Gleichungen mit unseren früheren Integralgleichungen n ^ const 
und ^^ const zusammenhängen. Um diese Gleichungen in Worte zu 
fassen, bemerken wir, dafs die linken Seiten den Inhalten gewisser 
infinitesimaler Dreiecke proportional sind. Es ist z. B. {A'B — B'Ä)dt 
gleich dem Inhalt des Dreiecks mit den Ecken 0, 0, 0, 0; A, B, 0, 0; 
A-^-dA; B -\- dB, 0, 0. Daraufhin Überzeugt man sich von der 
Richtigkeit der folgenden Aussage: 

Der Repräsentant des KugeOcreisels bewegt sich so, dafs der Budiusi'ektor 
vom Koordinatenanfatig nach dem Projektionspunkt des Bepräsentanten ou/* 
die (zweifach ausgedehnten) Ehenai C •= D =0 heg. A-= B -'O in 
gleichen Zeiten gleidie Flächen beschreibt. 

Unsere Impulssätze « = const und N = const sind hierdurch in 
engste Beziehung zu den Flächensätzen der gewöhnlichen Punktmechanik 
gebracht, wie denn auch die Ableitung der Gleichungen (12) mit der 
Üblichen Ableitung der Fluchens ätze genau parallel lief. 
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Um sodann den Satz der lebendigen Kraft von Neuem zu gewinnen, 
moltipLizieren wir die Gleichungen \S) der Reihe nach mit A', B, C, D' 
und addieren. 

Berücksichtigen wir, dafs nach Gleichung (11) 

(13) ÄA' + BB' + CC -t- Dß' => 
ist, so ergiebt sich 

Jf (X'^"+ B'B' -(- C"C"+ D'D") = P(AA' + BB'~ CC— DDy 
Wiederum stehen rechts und links vollständige Differentialquotieuten. 
Wir integrieren daher und finden, unter h die Integrationskoustante 
verstanden ; 

(14) f (J''+ B'*+ C'*+ ir») = -J (A» + B« - C» - Z>') 4- Ä 

oder, wenn wir die Abkürzungen aas den Gleichungen (9) und (10) benutzen 
T-\-V=h. 

Wir sind somit zum Satze der lebendigen Kraft gelangt und zwar 
genau durch denjenigen Prozels, den man in der Mechanik des einzelnea 
Punktes bei Rechnungen mit rechtwinkligen Koordinaten anzuwenden 
gewöhnt ist. Um diesen Satz im Siime der vierdimensionalen Punkt- 
mechanik zu deuten, berücksichtigen wir, dafs T dem Quadrat der 
Geschwindigkeit des Repräsentanten proportional ist; wir können dann 
etwa sagen: 

Unser Repräsentant passiert bei seiner Bewegung die einzelne Nivean- 
flädie V = const. stets mit der gleichen Gesckwindigixit, weUJie. sich i 
der Konstanten h, der Masse M und dem Werte des gu der betr. Nivetm- 1 
fläche gehörigen Polentiales V nach der leteten Forniel leicht berechnen läßt. 

Schlieislich wollen wir noch die Gröl'se des Lugrangeschen Multi- 
plikators l berechnen. Dieser giebt uns den „Druck" au, welchen 
unser Massenpunkt auf die ihn führende KugelÖäche in radialer Richtung 
ausübt, oder, wenn wir wollen, die Spannung des von auslaufenden 
Armes, an dessen Ende unser Maasenpunkt befestigt ist. Wir multi- 
plizieren zu dem Zwecke die Gleichungen (8) der Reihe nach mit A, 
B, C, T> und addieren. Dabei ergiebt sich wegen der Bedingungs- 
gleichung ^* + B» -f C* + fl' = 1: 

X = M{AA"-\- J?B"+ CC"+ DD') — P(4*+ ff— C*—D^). 
Es ist aber nach Gleichung (13) 

AA"-i- BB"-\- CC'--\- DD" = - (^'»+ B'»+ 0'^+ D''), 
also mit Bücksicht auf (14) 
M(AA"-{- BB"+ GG'--\- DD") = — P(A' + B*_ C» ~ D') — 2h. 

Xl*ln-8oiiiD*rr«ld, XnlMlbmgDiig, S^ 
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Der angegebene Wert von i reduziert sich daher auf 



2h = 4r- 2A. 



(15) il = — 2P(^»+J3»- C»-2>»)- 
Dieses Ergebnis wollen wir folgendemiafBen als Satz aussprechen: 

Seim Ihrchgange dwrcÄ die gleiche Niveau fläche V^ const drückt 
der S^iräsentant stets mit der gleichen Stärke l = 4V — 2h senkreckt 
gegen die ihn tragende Kugelfläehe. 

Wir gehen nun dazu über, die oben angekündigte Reviaion unseres 
früheren lutogrationBverfahrenB zu geben. Wir werden geradezu, indem 
wir von den Differentialgleichungen der A, B, C, D bez. der a, ß, 
y, 6 ausgehen, in gröl'ster KOrze eine vollständige und neue analytische 
Theorie der Kreiselbewegung entwickeln, ohne die früheren Resultate 
als bekannt vorauszusetzen. 

Durch die Gleichungen (12) — (15) ist der Anfang des [utegrations- 
prozeases in den QuatemionengrÖfsen A, B, C, I) bereits gemacht. 
Zur Weiterführung benutzen wir die Hülfagröfse 

(16) tt = - A*— B« + C* + fl' 

und versuchen diese als Funktion von t auszudrücken. Hierzu dienen 
folgende Rechnungen. 
Wir bilden 

u = 2(— AA'—BB' + CC- + DD-) 

und kombinieren diese Gleichung mit (13), wobei sich ergiebt: 



(17) 



AÄ' + BB'~ 
CC'+ DD-. 



Darauf quadrieren und eummiereu wir die erste dieser Qleichungen und 
der Gleichungen (12) und finden: 



(18) 



(Ä'+1?)(Ä''+B-')- 



MW+H„ + X)- 



Ebenso folgt aus der zweiten der Gleichungen (17) und (12i 

(18') (C"+D')(C-'+B")-"'^+4t^-=^V 

Ferner haben wir wegen der Definition von u und der Bedingungs- 
gleichung A-+B'+C'+ tf — 1: 

lA'+B--'—^, 

so dafs wir statt (18) auch achreiben können: 
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f.-S_|_ o's 



und 



8 Jlf»(i - 

SMM + w) 



^'»+S'ü_|_ C'^+fl'ä = 



■+4(w' + JVj + aw-yM 



Mit diesem Werte gehen wir in die Gleichung der lebendigen 
Kraft hinein. 

Wir erhalten dann: 

wo U folgende Bedeutut^ hat: 

(20) U=^,\2 Mh (1 — M»; - (h- -I- 2^ -\--2nNu) - MPu (1 -«') | ; 

hiernach bestimmt sich t durch das elliptische Integral 



(21) 






Die untere Grenze e des Integrals denken wir uns in einen der 



Wurzelwerte von C = gelegt. 
seien e' und e". Wir führen i 
einige charakteristische Werte 



Die beiden anderen Wurzelwerte 
die folgenden Bezeichnungen für 



(21') 



/'du . , i'tiu . ndu ., rd\ 



yw 



Kehren wir die in (21) enthaltene Beziehung zwischen t und u 
um, so ergiebt sich K als eine doppeltperiodische Punktion von ( mit 
den Perioden 2p und 2ia}'. Somit haben wir unsere früheren Ent- 
wickelungen den neuen Bezeichnungen angepafat. 

Nunmehr gehen wir auf die ursprünglichen Differentialgleichungen (7) 
für die a, ß, y, 6 zurück, welche för das Folgende doch bequemer sind, 
wie die in den Quatemionengröfsen geschriebeneu Gleichungen {^\ wie 
sich später zeigen wird. Hier treten wir den Wert von A aus Glei- 
chung (15) ein und denken uns m ala doppeltperiodiache Funktion von 
( berechnet. Wir erhalten so: 






ah— p\ 



Die Differentialgleichungen filr die beiden anderen Parameter y und d 
sind den angegebenen genau gleich. 
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unser Problem hängt somit von der LöRung dieser linearen Diff'eren- 
Ualglekhungen zweiter Ordnung mü dopjteUperioiIisclten Koeffizienten ab. 
Über solche Gleichungen mögen zunächst einige historische Notizen 
Platz finden. 

Die vorstehenden Differentialgleichungen gehören zu eiuem Glei- 
chnngstjpus, welcher in der Litteratur vielfach studiert worden ist. 
Wir bezeichnen sie als Lamescke Gleichungen, da sie Verallgemeinerungen 
derjenigen Differentialgleichungen darstellen, welche zuerst von Lam^ 
bei einer Aufgabe der Wärmeleitung behandelt worden sind. Gegen- 
über den allgemeinateu Gleichungen, welche Lam^s Kamen tragen, 
sind unsere Differentialgleichungen durch die wichtige Eigenschaft aus- 
gezeichnet, dafs ihre Integrale eindeutige Funktionen von t sind. Solche 
Gleichungen sind ganz besonders von Hermite und zwar gerade im 
Anschlufs an die Rotation sprobleme (s, unten) unteraucbt worden. Ks 
ist daher berechtigt, diese Gleichimgen allgemein mit Kennites Kamen 
zu belegen und sie als den Nermitesclten Fall der Lamesdtm Gleichungen 
zu bezeichnen. 

Aus der Form der Differeutialgleicliung kann man das Statthaben 
des Hermiteacheu Falles nach allgemeinen Regeln folgendermalaen ent- 
scheiden. Man suche die siugulären Stellen der Differentialgleichung 
— wir handeln zunächst von der Gleichung fQr k — d. h. diejenigeu 
Punkte der f-Ebene auf, an denen in der Entwickelung der Integrale 
andere als ganzzahlige Potenzen vorkommen. Diese siugulären Punkte 
sind in unserem Falle mit den Unendlichkeitsstellen des Koeffizienten 
von a identisch, welche keine anderen sind, wie die Uneadlichkeits- 
stellen der Funktion u{t), d. h. wie die Stellen 
t ^ ia' -\- 2»«(o + 2m' ia'. 

Darauf mache man eine Potenzentwickeiung an einer dieser Stellen, 
z. B. an der Stelle ( = ia' und setze 

« = oo (i - im')-' + a. (i - »»')-"+' + ■ ■ ■ , 
wobei die Koeffizienten der Entwickelung und der Exponent n aus der 
Differentialgleichung zu bestimtnen sind. Für — ergiebt sich dabei 
eine Reihe, welche mit dem Tenne 

»(" + ') 

beginnt. Desgleichen entwickele man den Koeffizienten von a in eine 
nach Potenzen von t — toi' fortschreitende Reihe, welche mit der 
( — 2)"" Potenz beginnen wird. Das erste Glied dieser Reibe werde mit 



(<- 



»)* 
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bezeichnet, (»»^„Multiplikator des Unendlich werdena"), Ätsdajm be- 
Btimmt sieh n aus der Gleichung 

(23) k(m+1)=)b. 

Sollen nun die Integrale unserer Difierentialgleicliung eindeutige 
Funktionen von f werden, bo muTe offenbar n eine ganze Zahl sein. 
Die vorstehende Gleichung giebt uns daher, umgekehrt gelesen, eine 
Bedingung, welcher der Multiplikator m im Hermiteachen FaUe ge- 
nügen mufa. Wir sehen alao; 

Dos Statthaben des Hermitesciten FaUes läfst skh aus der Differential- 
gleichung heraus dadurch beurteilen , dafs man den Multiplikator m auf- 
sucht, mit lodehem der Koeffiiiient von u an der Stelle t = im' tind an 
den äguivalcnien Stdlen unendlich wird. Dieser Multiplikator mufs die 
Form m(k + 1) haben, unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Die eben genannte Bedingung ist hier nur als notwendige Be- 
diugung für die Eindeutigkeit der Integrale abgeleitet; da& sie zugleich 
die hinreichende Bedingung dafür darstellt, ist auf Gnind der Parallelo- 
gramme in teilung der (-Ebene nicht schwer zu sehen, soll aber hier 
übergangen werden. 

Wir überzeugen uns nun leicht, dafs unser Kriterium bei den 
Gleichungen (22) erfüllt ist. Wir betrachten zu dem Zwecke das Integral 

substituieren wir m = — und entwickeln U~ nach aufsteigenden 
Potenzen von v, so ergiebt aieh nach Ausführung der Integration in 

erster Annäherung 



-VW- 



alao umgekehrt 

Führt man die Rechnung ein Glied weiter, so erhält man, wie wir 
des Späteren wegen hinzufügen, in derselben Weise: 

Aus Gleichung (24) bestimmt sich der Multiplikator, von welchem 
oben die Rede war, unmittelbar. Wir haben einfach 
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auB Gleicliimg (23) folgt daher 

B= 1. 
Wir können tiemach s^en: 

In <kn Gleichungm (22) liegt wirkUch der Rertnitesche F(dl der 
Lamcschm Gleichung vor, wid ewar das einfachste Vorkommnis desselben, 
(ler ünterfall « ^ I . 

Die Integrale der Hermite-Lam^schen Oleicbimg sind nnn, zamtd 
in dem einfachsten Falle n = 1 , sofort hingeschrieben. Man Überaeugt 
sich zunächst, dafs, da die Differentialgleichung bei Vermehrung von ( 
um 2(D und 2ia' völlig ungeäiidert bleibt, auch ihre Integrale gegen- 
über Vermehrungen des Argumentes um Perioden ein sehr einfaches , 
Verhalten zeigen müssen. Kennt man nämlich zwei partikuläre Lösungen 
der Difl'erentialgleichung «, (() und «»((), so mufs sich «j(( + 2a)), 
Mi{l -{■ 2iB}') (und ebenso £j(t -^ 2a), 2j(/+2io')) aus z, und r, 
linear zusammensetzen lassen. Durch spezielle Auswahl der partikulären 
Lösungen ^, und *, kann man sogar erreichen, dafs Si(t-\-2a) und 
Zi{t-\- 2ia>') direkt mit 2,(0 proportional wird, so dals also 

ü,(i+2(p) = p«,(f), £,(( + 2i(o') = 9r,(i) 
wird. Entsprechend läfst sieh die andere partikuläre Lösung £j wählen. 
Das Verhalten dieser Partikular -Lösungen gegenüber wiederholten 
Perioden zu wach Ben ist hiernach klar. 

Nun bezeichneten wir eindeutige Funktionen von t, welche sich 
bei Vennehnmg des Arguments um Perioden in dieser Weise „multi- 
plikativ" verhalten, allgemein als elliptische Fimktionen zweiter Art. 
Dieselben können, wie wir wissen, als Produkt eines Exponenttalfaktors 
und eines »-Quotienten dargestellt werden, wobei so viele ^-Funktionen 
im Zähler und Nenner auftreten, als der Grad der Funktion, d. h. die 
Anzahl der im einzelnen Periodenrechteck gelegenen Unendlichkeits- 
stellen beträgt. Diese Anzahl ist im Falle der He rm i te - Lam eschen 
Gleichung überdies von vornherein bekannt. Wir sahen nämlich, dafs, 
wenn m=^»(«-|- 1) ist, eine und nur eine n-fache Unendlichkeits- 
stelle bei t = im' (und den äquivalenten Punkten) vorhanden war. 
Die aus dem Multiplikator vi xti bestimmende Zahl n giebt also direkt 
den Grad der elliptischen Funktionen an. Wir gewinnen also daa 
folgende Resultat: 

Die Hermite-Lamesche Gleichung wird allgemein durch eüipiis^ 
Funktionen iweHer Art n" Grades integriert. In dem hier vorliegenden 
einfachsten Falle n^\ reichen toir insbesondere mit eUiptisclien f^mf^one» 
furnier Art ersten Grades atis. 

Wir bemerken femer, dafs unsere Differentialgleichung bei Ver- 
tauschung von t mit — t völlig ungeandert bleibt. Daraus folgt, dafii 



(27) 
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zugleich mit z (t) immer auch z (^ t) ein Integral der Differential- 
gleichung darstellt. Ist insbesondere z{t) als eine der multiplikativen 
partikularen Lösungen gewählt^ so ist auch z ( — t) eine multiplikative 
Losung^ welche im allgemeinen von z{t) verschieden ist. Wir können 
also die im Vorstehenden genannten Lösungen z^ und z^ bez. gleich setzen: 

z^=z(t), z^ = z{—t). 

Im Übrigen fügen wir die selbstverständliche Bemerkung hinzu: 

Die allgemeine Lösung ergibt sich aus unsem Partiktdarlösungen 
in der Farm 

(25) cz{t) + )o,z{-t), 

wo Ci und c^ die wiHMrUdien Integrationskonstanten sind. 

In unserem Falle n = 1 hat z {t) die folgende einfache Form 

(26) '(') = ^'a^y 

wo die eingeführten Konstanten X und ^^ aus der Differentialgleichung 
zu bestimmen sind. Die folgende Rechnung^ welche zu dieser Kon- 
stantenbestimmung dient ^ lafst gleichzeitig erkennen^ dafs z{t) bei 
richtiger Konstantenwahl der in Rede stehenden Differentialgleichung 
wirklich genügt, und liefert somit einen expliciten Beweis der sämt- 
lichen vorhergehenden Bemerkungen. 
Wir betrachten vorerst die Gröfse 

z" dMogg , / dlogz y_ 
1 dt* "T" \ dt / ~ 

~ dt^ dt^ •TY''] ji 5^ ; 

Dieselbe wird nur an den Stellen ^ = ^ und t = im' sowie an den 
äquivalenten Stellen unendlich, und zwar an den ersteren von der 
ersten, an den letzteren von der zweiten Ordnung. Entwickeln wir 

nämlich — ^ nach dem Taylorschen Lehrsatze bei ^ = 0, so er- 

giebt sich 

r9Q\ d\og&(t) 1 »'" (0) 

also 

/oo^N dnog»{t) 1 »'- (0) 

^^^) dt' =~F+ 3^'(o) H • 

Mithin lautet die Entwickelung unseres obigen Ausdrucks an den 
Stellen t = t^ bez. t = ico', wenn wir nur die unendlich werdenden 
Tenne hinschreiben: 
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Wir können nun durch Wahl von k die UnendÜcKkeitsatelle bei 
( = /, in Fortfall bringen; wir brauchen nur zu setzen 

_ rflogg(ti — im') 

gleichzeitig vereciiwindet dann auch ir unserer zweiten Entwickelung 
der Tenn mit it — ira')-'. Diese lautet daher jetzt: 



(>- 



^ + - 



'■) T- 



oder, wenn wir noch das konstante Glied der Potenzreihe mitnehmen 
wollen: 

a / d'log»(t-i.) \ g'"(0) ■ 

" (( - im)' \ dt* I j . se'(O) ' 

Femer sieht man ea der in (27) gegebenen Daratellung sofort an, 
daTs — eine doppeltperiodische Funktion von den Perioden 2a und 
gito' ist. Es werden daher die Entwickelungen (2*^) und (29) aufser 
für die Stellen t =^t^ und t ^ im' auch für die samtbeben äquivalenten 
Stellen gültig sein. Mithin werden bei unserer Wahl von A aufser der 
Stelle t = t^ auch die sämtlichen mit ihr äquivalenten Stellen als 
Unendlicbkeitsstellen in Fortfall kommen und es wird andrerseits die 
Gleichung (2fl) nicht nur an der Stelle t = ita', sondern auch an den 
sämtlichen äquivalenten Stellen gültig sein. Somit haben wir bewiesen: 

Bei wnserer WaM von A ist — eine (U^peUperioäische Funktion 
von t, welche an den Stellen i = ia' und den äquivalmiten SleUen und 
nur an diesen von der zweilen Ordnung mit dem Miätiplikaior 2 uit- 
emüich mrd. 

Eine ebensolche Funktion ist aber nach obigem 

Die Differenz beider wäre also eine doppeltperiodische Funktion, welche 
für keinen Punkt der TEbene unendlich wird. Eine solche Funktion 
reduziert sich aber notwendiger Weise auf eine Konstante c. Wir 



(30) 



ai" 



»(0- 



Dies ist direkt eine Lam^Bche Gleichung. Wir sehen mithin: 
S« der obigen WM von l ffimügt unsere eüiptis(he Funktion ersten 
Grades z{f) der Hermile-Lameschen Gleichung 

(80') ."_(i?»(0 + «).. 
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Die in dieser Gleichung Torkommende Grolse c hangt dabei von 
der noch disponibeln Eonstanten /^ ab. Durch passende Wahl dieser 
Eonstanten wird es daher möglich sein, der Eonstanten c einen be- 
liebigen Wert zu erteilen y und es insbesondere so einzurichten , dafs die 
Torstehende Gleichung direkt in die erste oder zweite der Gleichungen {ß2) 
übergeht 

Um dieses zu erreichen, drücken wir zunächst die GrSfse c in 
einer für das Folgende bequemen Weise durch ^ aus. Wir setzen zu 
dem Zwecke in (30) t »= im' und schreiben: 

(31) c=|'^-if«(0 + i-(0}; ,. 

Darauf betrachten wir den Ausdruck: 






derselbe ist eine doppeltperiodische Funktion von den Perioden 2g> 
und 2im\ welche an keiner Stelle der /-Ebene unendlich wird. In der 
That heben sich die bei t = im' und den äquivalenten Punkten ge- 
legenen Unendlichkeitsstellen des ersten und zweiten Termes nach den 
Gleichungen (24) und (28^ gerade auf. Unser Ausdruck ist also eine 
Eonstante, so dafs wir schreiben können: 

— u(t) ^, h c,. 

Den Wert von c^ bestimmen wir auf doppelte Weise, indem wir 
einmal t = ia und u = — 1, das andere Mal t^M^a — ib und u *» -|- 1 
setzen. Wir erhalten so 



\ dt* ) M 



und 

^-\ df* / +M' 

Entsprechend ergiebt sich für u{{) der doppelte Ausdruck 

^U(t) jp 1-^^ jp j — y 

und 

P ... _ dMog »(«-«•«,') / d* log 9 (t - im') \ , P 

— U{t) jji 1-^ jj-, j +y 

Wir schreiben uns insbesondere die hieraus folgenden Entwick- 
lungen an der Stelle t »» im^ hin, welche wir mit dem konstanten 
Gliede abbrechen; sie lauten nach (28'): 



506 VI. Diustelln^ 
bez. 






(i- 



•')■ 






rrf'log»(( — 


.'-■)] 


> rtl' 




fäMog»»- 


•■-•)! 



+ 1 



Diese Entwickelungen setzen wir rechterhand in Gleichung (31) 
fQr das dritte Qlied ein. Gleichzeitig ersetzen wir das erste und zweite 
Glied durch die Entwickelungen (29') und (24'). Alsdann beben sieb, 
wie es aein mufs, die für ( = im' unendlich werdenden Bestandteile 
heraus und wir bekommen: 



(32) 



( j'log 0(1- 1,)' 



.j, ^ ._.., 



il^log»(l-iV)\ 



SV+P 



(32-, ,.= _C^ 



Somit haben wir für die in Gleichung (30') eingehende Konstante c 
zwei verecbiedene Darstellungen gewonnen, Wir benutzen sie dazu, 
um die GrÖfse /, in solcher Weise zu bestimmen, dafs Gleichung (Siy) 
in die erste oder zweite der Gleichungen (22) übergebt. Dies erreichen 
wir dadurch, dafs wir einmal 
(33) h = ia, 

das andere Mal 
(33') t^ = a-^ib 

setzen, wobei nach (32) und (32') in der That 

' w- 

bez. 

2Ä— P 



wird. Wählen loir also dw in unserer elliptischen F^inklion zlt) vor- 
kommende, noch disponible Konslan-te (, so, irte in den Gleichungen (33) 
und {33') antfegeben, so Afl^en tt-ir in den so entstehenden FanktUmen 
Partihaiarlosungen der beiden GUHdtungen (22) vor am. 

Es erübrigt jetzt nur noch zu zeigen, dafs unsere Parameter a 
und ß diesen Parti kularlösungeu bis auf einen konstanten Faktor 
gleich sind. 

Zunächst werden wir den Wert von a nach dem Schema der all- 
gemeinen LOsung (2fi) in der Form anzusetzen haben: 



(34) 



• ','{!) + ','(.-')■ 
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Der zu a konjugierte Parameter d lautet dann, da wegen der be- 
sondere» Form von e(t) unsere Lösungen g{() und e{ — () konjugiert- 
imaginäre Gröfsen sind: 

(34") d = e,?(0+Ci^(- 0. 

unter c, und c, die zu c, und c^ konjugierten Eonetanten verstanden. 

Wir werden nun sehen, dal's wir entweder c^ (und also auch Cj) 
oder C] (und also auch c,) gleich Null setzen müssen. 

Wir benutzen zu dem Zwecke die aus den Definitionsgleichungen 
der a, ß, y, S von pag. 21 folgenden Gleichungen: 



(35) 



«J — 



\±1 



ßr- 



Die erste derselben zeigt, dafa die Nullstellen von a und d mit denen 
von w -j- 1 , d. h. mit den Stellen i = + i'a + 2 mra -j- 2 m' tca' über- 
einstimmen. Setzen wir also t = ia, so mul's entweder a oder ö ver- 
schwinden. In den Gleichungen (34) haben wir daher entweder Cj = 
oder (i, = zu nehmen. Setzen wir andrerseits i == — ia, so ergiebt 
sich auf dieselbe Weise, dal's wir entweder Cj = oder t^ = nehmen 
mfissen. Wir haben also in der That die beiden oben bezeichneten 
Möglichkeiten, entweder c, oder c, gleich Nidl zu setzen. Ob wir 
dieses oder jenes thun wollen, macht keinen grofsen Unterschied aus. 
/« jedem FaUe ergiebt sich, dafs unsere Parameter a und S den parti- 
kulären Lösungen a (t) und e ( — () direkt proportional sind. 

Wählen wir z. B. (^ «= , so bekommen wir, indem wir fBr e (f) und 
die darin vorkommenden Eonstanten die gefundenen Ausdrücke eintragen: 



.e,e-' 



^wj' »(1- 



• (1- 






._ -»11— i.fi' »(l + ig) 
=1" »(1 + .»■)■ 

(Hätten wir die andere Möglichkeit c, = gewählt, Bo würden aich 
nur die Äiiadriicke von n und d gegenseitig HusgetauRcht haben.) 

Ganz ebenso findet man aus der zweiten der Gleichungen (35), 
wenn man das eine Mal t = la — 16, das andere Mal ( = — tu + f 6 
setzt, dals auch ß und ^ direkt den multiplikativen Partikiüarlosnngen 
unserer zweiten Gleichung (22) bis auf einen Faktor gleich sind. Die 
Ausdrücke von ß und y werden auf solche Weise: 



ß — c,e 



r]' fr(t - 



• + m 

im') ' 



rgj 8(1 + . - .6) 
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Somit haben wir unsere früheren Werte der a, ß, y, 6 (vergl. 
p^. 420 und 428) auf kürzestem und direktetitem Wege wiedergewonnen. 
Es bleibt nur noch die Bestimmuug der multiplizierenden Konstanten c, 
und Cf übrig, welche aicb genau aaf die pag. 425 und 42G angegebene 
Weise bewerkstelligen läfet Wir brauchen hierauf nicht nochmala 
einzugehen. 

Die Differentialgleichungen fdr die A, B, C, D, welche ebenfalls 
Lam^che Gleichungen und von denen fUr die a, ß, Yj ^ Qherbaupt 
nicht verschieden sind, lassen sich natürlich genau ebenso integrieren. 
Die Vereinfachung, welche die «, ß, y, d gegenüber den A, B, C, D 
mit sich bringen, kommt erst in den Endresuitaten zur Geltung, wo 
sich zeigt, dafs die a, ß, y, d den multiplikativeu Partikuhirlösuugen 
unserer Lameschen Gleichungen direkt proportional sind, während sich 
die A, B, C, D aus ihnen linear zusammensetzen. — 

Der Hauptzweck, den wir mit diesem Nachtrag verfolgten: zu 
zeigen, dafs unsere Parameter a, ß, y, S nicht nur fUr die Formulierung 
der Seh lufsresul täte, sondern auch ftlr die direkte Integration des 
Kreisel Problems von Nutzen sind, ist hienuit erreicht. 

Wir bemerken noch, dafs das hier gegebene Integrations verfahren 
genau den Intentionen Hermite's entspricht, welche dieser Autor in 
seinen berühmten Untersuchungen über die Anwendungen der elliptiHchen 
Funktionen (den p^. 151 citierten Applications des fonctions elliptiques) 
niedergelegt hat. Während aber Hermite von dem Problem de,^ schweren 
Kreisels nur den Spezialfall des gewöhnlichen sphürisehen Pendels be- 
handelt, gelang es uns, dank der Einführung der a, ß, y, 9 seine Methode 
auf die Behandlung des schweren Kugelkreiaels (unseres vierdimensio- 
nalen sphärischen Pendels) auszudehnen, von welchem der Übergang 
zu einem beliebigen symmetrischen Kreisel jederzeit nach den trUhereu 
Hegeln möglich ist. Und während Hermite für die rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, s des gewöhnlichen sphärischen Pendels bez. flir 
deren komplexe Verbindungen x + iy, x — iy, e elliptische Funktionen 
zweiter Art zweiten Grades findet, ergeben sich für die rechtwinkligen 
Koordinaten A, B, C, D unseres vierdimcnsionalen sphäriseben Pendels 
oder vielmehr für deren komplexe Verbindungen a, ß, y, d elliptische 
Funktionen ersten Grades, so dals also die Hermiteschen Resultate selbst 
durch das Vorstehende eine Vereinfachung erfahren. Um die vollständige 
ParalleliULt der Hermiteschen und der hier gegebenen Entwickelungen 
zu würdigen, vei^leiche man insbesondere pag. 109 u. tf. des genannten 



Gleichzeitig werden wir durch die vorstehenden Betrachtungen noch 
einem anderen in der Litteratur bereits vorliegenden Ansätze gerecht. 
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Herr Tait stellt sich nämlich in der pag. 142 citierten Arbeit die 
Auf)fabc, allgemein die Kotatioiisprobleme auf Grund der Quaternionen- 
tlieoriti KU behaDdeln. Besondora elegant sind seine Resultate im kine- 
matiechen Teile; aber auch im kinetischen Teile finden sich bemerkens- 
werte Ansätze, welche enge mit unsem letzten Betrachtungen zusammen- 
hängen. Dabei fafst Tait unsere vier Quatemionenparameter A, li, V, J), 
wie es in der Quatornionentbeorie üblich ist, in die eine komplexe Grölse 

q = iA^-3B-\-liC-^D 
zusammen und bildet die Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 
diese Grölse genügt (vgl. insbesondere Art. 30 der genannten Arbeit), 
und zwar sogleich für den allgemeinsten Fall einer beliebigen un- 
symmetrischen Massen Verteilung und eines beliebigen äufseren Kratl- 
systems. Indessen (gelingt es ihm nicht, von dieser Differentialgleichung 
aus zu einer allgemeinen Integration vorzudringen, vielmehr erklärt er 
diese Aufgabe, wie es bei der angestrebten Allgemeinheit kaum anders 
möglich ist, für „unentwirrbar kompliziert". 

Unsere obigen Betrachtungen zeigen nun, dafs in dem allerdings 
ganz speziellen Fall des schweren Kugelkreisels die Differentialgleichung 
für die Quatemion q oder, was auf dasselbe hinauskonmit, die vier 
Differentialgleichungen für die Quaternionenkomponenten A, B, C, D 
eine äuTserst einfache Gestalt annehmen und ein sehr elegantes Integra- 
tionsverfahren zulassen. Gleichzeitig erkennen wir aber, daiß es für 
die analytische Durchführung der Integration praktisch ist, von den 
QuatemionengrBfsen A, B, C, D wieder zu unseren Parametern o, (3, 
y, S überzugehen, welche in analytischer Hinsicht von unübertreflflieher 
Einfachheit sind. Jedenfalls werden wir hiernach unser vorliegendes 
Integrationsverfahren als spezielle Durchfiihnmg des den Vertretern der 
Quaternionentheorie in Sachen der Rotationsprobleme vorschwebenden 
Ideales ansehen dürfen. 

Was die Beziehung der Kreisel bewegung zur Punktmechanik be- 
trifFt, so bemerken wir, dafs die obigen Au sei uander Setzungen als ein 
spezielles Beispiel für eine allgemeine mathematische Methode anzusehen 
sind, nach welcher man jedes noch so komplizierte mechanische Problem 
in gewissem Sinne als ein Problem der Punktmechanik auffassen kann. 
Man ordnet nämlich dem mechanischen System, wie oben geschehen, 
einen einzelnen Massenpimkt, einen „Repräsentanten" zu, indem man 
die Lagenkoordinaten des Systems als Koordinaten des Repräsentanten 
deutet. Dabei wird man entsprechend der Anzahl der benutzten 
Lagenkoordinaten in einen Kaum von eventuell höherer Dimensionen- 
zahl geführt. In dieaem Räume legt man femer im Anschlufs an 
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den Ausdruck der lebendigen Kraft eine geeignete Bestiinmuiig über 
die Messung der Entfernungen 7.« Grunde; man berechnet nämücb 
die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte oder, wie man 
sich kürzer ausdrückt, das Linienelement des botreffenden RaumcH 
durch die Gleichung 

ds'=. 2Tdt\ 
wo die rechte Seite ersichtlich eine definite quadratische Form der 
unendlich kleinen Koordinatendifferenzen der beiden Punkte wird, und 
deliniert im Übrigen die Bewegung des Maasenpunktes wieder durch 
das Bestehen der Lagrangeschen Clleichungen. 

Dann entsprechen sämtliche Lagen, welche der Bepräaentant bei 
der 80 definierten Bewegung einnimmt, Hämtliebou Lagen, welche das 
ursprüngliche mechanische System nacheinander durchläuft. Die Be- 
wegung des Repräsentanten wird ein genaues Abbild von der Bewegung 
des Systems. 

Es ist klar, dafs die hier skizzierte mehrdimensionale Punkt- 
Auffassung der mechanischen Probleme im Grunde nur eine Umdeutung 
der ursprünglichen Fragestellung ist. Sie vermittelt keine eigentlich 
neue Erkenntnis, sondern gestattet nur eine in vielen Fällen bequeme 
Formulierung desselben Sachverhaltes. 

Wie nützlich diese punktmechanische Auffassung immerhin werden 
kann, zeigt gerade am deutlichsten unser Beispiel des Kugelkreisels. 
Hier führte uns die Analogie mit dem auf einer vierdimensionalen 
Einheitskugel beweglichen Massenpunkte zu einer wesentlichen Ver- 
einfachung des In tegrations Verfahrens und gestattete uns, die von früher 
her bekannten Integralsätze der Kreiselbewegung in neuer und sehr 
anschaulicher Weise aufzufassen und auszusprechen. 

So einfach wie im vorliegenden Falle wird die punktmechanische 
Deutung im Allgemeinen allerdings nicht ausfallen. Man mufs nämlich, 
wie bereits angegeben, in dem Räume, in welchem die Bewegung des 
Repräsentanten verfolgt werden soll, allgemein zu reden, eine von der 
gewöhnlichen abweichende Bestimmung über das Mafs der Entfernungen 
zu Grunde legen und mufs dementsprechend eine kompliziertere und 
willkürliche Art von Geometrie und Mechanik postulieren. Demgegen- 
über besteht das Bemerkenswerte an unseren obigen Ausführungen 
gerade darin, dal's wir hier mit der elementaren Euklidischen Geometrie 
auskommen, indem wir alle EigeuBchaften des realen dreidimensionalen 
Raumes direkt auf den vierdimeusionalen Raum tuseres Repräseutaoteu 
übertragen. 

Den Mathematikern ist die in R«de stehende mehrdimensionalo 
Auffassung der mechanischen Probleme seit den wichtigen Arbeiten 
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von Beltrami*) aus dem Jahre 1869 und von Lipschitz**) aus dem 
Jahre 1872 geläufig. In weiteren Kreisen dürfte sie aber erst durch 
das schöne Werk von Hertz über die Prinzipien der Mechanik vom 
Jahre 1894 Eingang gefunden haben, welches ganz und gar auf diesen 
mehrdimensionalen, puuktmechaniscLen Vorstellungen beruht. — 

Wir beschlielsen dieses Kapitel, indem wir die historischen Notizen 
von pag. 429 und 430 durch einige neue und sehr interessante Angaben 
vervollständigen. 

Als der Druck diesee Heftes in der Hauptsache bereits beendet 
war, wurden wir von Herrn 0. BoLza-Chicago darauf au&ierksam ge- 
macht, dafs WeierstrasB bereits im Jahre 1879 bei Gelegenheit einer 
Vorlesung MÄer die Anwendungen der dliptischen FunMümen unsere a, ß, 
y, S zur Darstellung der Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels 
verwertet hat. Eine Ausarbeitung dieser Vorlesung ist uns von 
Herrn J Hänlein-Berlin in liebenswürdigster Weise zur Verfügung 
gestellt. Beiden Herren möchten vir an dieser Stelle unsem besten 
Dank aussprechen. 

Weierstrass betont in jener Vorlesung zunächst, dafs die Be- 
trachtung der neun Bichtungscosinusse bei dem Problem des schweren 
symmetrischen Kreisels rechnerische Komplikationen mit sich bringt, 
weiche man vermeidet, wenn man zur Festlegung der einzelnen Drehung 
die drei in der Anmerkung von p^. 60 genannten Eulerscheu sym- 
metrischen Drehungsparameter >l, p,, v benutzt. Von diesen geht er 
mittels der Proportion X : ft:v: 1 ^ Ä: B: C : D zu unseren vier 
Quatemionengröfsen über, welche durch HinzufÜgung der Bedingungs- 
gleichung j4' + B' -|- C* + D' = 1 bis auf einen gemeinsamen Vor- 
zeichenwechsel festgelegt werden- Die geometrische Bedeutung der 
A, B, C, D wird in dem Sinne der Gleichungen (14) von pag. 38 
mit Hülfe von Drehungsaxe und Drehungswinkel erläutert. Endlich 
bildet Weierstrass die komplexen Verbindungen A-\-iB, C-\-iD, 
d. h. im Wesentlichen zwei von unsem vier Parametern u, ß, y, Ö 
und bestimmt diese als elliptische Funktionen zweiter Art ersten 
Grades mittels gewisser Formeln, welche sieh, auf den Fall des Kugel- 
kreisels spezialisiert, genau mit uneerer Darstellung von pag. 420 und 
428 decken. (Ein rein aofserlicher Unterschied besteht darin, dafs 
Weierstrass die ö-Funktion statt der *-Function verwendet und übrigens 
k, n, V, p statt A, B, C, D schreibt.) 

*) Mem, deil' Istituto di Bologna, aer. U, t. VHI, Teorica generale dei para- 
metri diSerenziati. 

**) Crellea Journal Bd. 74, ünterBUchung eines Problenu der VuiatioiiHreohnuiig, 
in welchem daa Ih-oblem der Mechanik enthalten iat. 
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ütigOKtin felilt bei Weierstms» (»hgesoheii von den AusffUirungen 
dee Jeteten Paragraphen) die Beziehung der Parameter a, ß, y, * wi 
der komplt^xen Variabeli), welche wir uns auf dar Rioiaau tischen Kugel- 
tläehH auHgebreitot dachten, und die Gleichung für die Uni-are Trans- 
formation dieser Variabebi bei AusfÜhnmg der Drehung («, ß, y, S): 



Was nun speziell diesen letzteren Punkt betrifft, so sind wir in- 
zwischen in der Lage, einen noch viel älteren und noch viel interessunteren 
historischen Nachweis beizubringen. Bei der kürzlich erfolgten Durch- 
sicht des Üauleischen Nachlasses hat sich nämlich ge7.eigt, dafi* diese 
ganze Voratellungsweise beruits öaufs vollständig geläufig war, und 
ferner, dals die Grundlagen der Quaternionentheorie explicite in den 
gelegentlichen Aufzeichnungen von Gaufs enthalten sind. Wir citieron 
au diesem überraschenden Ergebnis einige Sätze aus einer vorläufigen 
Mitttfilung „Über den Stund der Herausgabe von Qiiufs' Werken", Naulir. 
der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gottbgen, Heft 1, 1898: 

"(iaula hat bereits genau so, wie später lliemann, eine komplexe 
Variable s = x -^ ty «uf der Kugel gudeatet und hat gewufst, daf» 
aich die Drahungen der Kugel um ihren Mittelpunkt durch Une-are 
Substitutionen dieses s von bestimmter einfacher Bauart darstcllenl 
Und, was noch überrasch entler scheinen kann, er hat die „Mutationen 
des Uaumes" (wit; er 8f4;t), d. h. die Drehungen des Kaumes um den 
Koordinatensnfangspunkt , verbunden mit einer beliebigen von letzterem 
auslaufenden Ähnlichkeitstransformation, bereits 1H19 dnrch dieselben 
vier Parameter dargestellt, welche die spätere Quatcralouentheorie benutzt; 
er bezeichnet den Inbegriff dieser vier Parameter als „Mutationsskala" 
und giebt die erpUciten Formeln für die Zusammensetzimg zweier 
Bkalen (also die Multiplikation zweier Quatemlonen), wobei er die 
symbolische Schreibweise (abctf) ■ (aßyd) = (ABC D) benutzt und 
ausdrücklich beu/erkt, dafs es sich dabei um einen nicht kommutativen 
Prozefs handelt!" 

Um noch einmal auf die oben genannte Weieratraasiscbe Vor- 
lesung zurückzukommen, so bemerken wir, dafs Weierstrass bei der 
Behandlung des krältefreien Kreisels die a, ß, y, d nicht verwendet. 
Vielmehr geht er hier auf die Jacobiscben RicJitungscosinus bub, die 
er nach vorheriger Integration der Enlerschen Gleichungen ziemlich 
direkt als elliptische Funktionen ersten Grades hinzuschreiben vermag. 
Ein kurzer Bericht über diese Methode findet sieh in dem Mathematischen 
Wörterbuch von Hoffmann-Natani, Bd. VI, pag. 273, unter „Rotation". 



